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Podstawy MES — kratownice ptaskie

Definicja dwuweztowego elementu kratownicy

Przyjmuje sie, ze prety tworzgce kratownice doznawa¢ mogg jedynie deformacji osiowych,
w postaci wydtuzenia lub skrécenia swojej dtugosci. Majac na uwadze takie ograniczeni, do
analizy kratownic pfaskich, wykorzysta¢ mozna pretowy element skoriczony zdefiniowany
w poprzednim temacie. Réznica w stosunku do prostego zagadnienia preta wynika z faktu, iz
element lokalnie moze doznawac¢ tylko deformacji osiowych, ale w uktadzie konstrukcji jego

wezty mogg dowolnie przemieszczac sie po ptaszczyznie rozwigzania.

Rys. 1.

Zaktadamy, ze w lokalnym uktadzie odniesienia element posiada dwa stopnie swobody

umozliwiajgce osiowqg deformacje elementu:

u'T = [u] u]

W uktadzie globalnym (zwigzanym z catg konstrukcjg) ten sam element definiowany jest przez
cztery stopnie swobody, odpowiadajgce przemieszczeniom weztdw na pfaszczyznie

rozwigzania:

ul =[w Uy Uz Uy

Relacja pomiedzy globalnymi, a lokalnymi przemieszczeniami wyrazi¢ mozna jako:

u; = uycos(0) + u,sin(0)
u; = uzcos(0) + uysin(0)
gdzie 6 jest katem pomiedzy lokalnym, a globalnym uktadem wspétrzednych.

Relacja powyzsza w formie macierzowej przedstawia sie jako:

u =Lu
gdzie macierz transformacyjna L:
_[c s 0 O
'S [O 0 ¢ s]

gdzie z kolei, cosinusy i sinusy kierunkowe oraz dtugos¢ elementu zdefiniowano :

Xy = X1 S_Yz‘)’l

T T l= \/(xz —x1)% + (¥ — y1)?

CE—
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Podstawy MES — kratownice ptaskie

Macierz sztywnosci elementu w uktadzie lokalnym, odpowiadajgca dwdém stopniom swobody
(osiowym przemieszczeniom weztéw):

EA _
k’:T(—11 11)

Energia sprezysta elementu w uktadzie lokalnym:

1
U=-uTk'u
zu u

stosujgc podstawienie u' = Lu otrzymamy:

1
U= EuT[LTk’L] u

co pozwala na wyrazenie macierzy sztywnosci elementu w uktadzie globalnym jako:

k=LTK'L
macierz sztywnosci:
c? ¢ —c? —cs
_EAl s 52 —cs —s?
k = 2 2
Il |—c* —cs ¢ cs
2 2

W uktadzie lokalnym naprezenie w elemencie wyrazone jest jako:
o=Ee

zatem:

czyli:

poprzez transformacje uktadu lokalnego do globalnego otrzymaé mozna naprezenie jako
funkcje przemieszczen w uktadzie globalnym:
_E _E

a—l[—l 1] Lu lub a—l[—c —s ¢ slu
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Podstawy MES — kratownice ptaskie

Przyktad rozwigzania

Kratownica zbudowana na planie kwadratu o boku a = 1 m, sktadajgca sie z trzech pretéw
obcigzona zostata sitg P =1 kN. Wyznaczyé przemieszczenia weztéw kratownicy oraz
deformacje i naprezenia w pretach, jezeli kazdy z pretéw ma pole przekroju poprzecznego

A = 10 mm? i zbudowany jest z materiatu o module Younga E = 70 GPa.

y

YP

Rys. 2. Geometria, obcigzenie i warunki Rys. 3. Podziat konstrukcji na elementy
brzegowe kratownicy skonczone

Procedura rozwigzania zagadnienia z zastosowaniem MES jest analogiczna do
przedstawionych w poprzednich dokumentach.

Konstrukcje dzielimy na trzy dwuweztowe elementy typu pretowego (rys. 3). W kazdym
z czterech weztdw uktadu znajduje sie po dwa, globalne stopie swobody, tj. mozliwosé
przemieszczania wzdtuz osi x i y. Stopnie swobody oznaczone liczbami parzystymi odnosza
sie do przemieszczen wzdtuz osi poziomej x, nieparzystymi zas do osi pionowej y.

Warunki brzegowe uniemozliwiajg przemieszczanie sie punktéw odpowiadajgcych weztom
2, 3 i 4. Co z kolei odpowiada stopniom swobody 3 - 8. Oznacza to jednoczesnie, ze jedyne
przemieszczenia rdézne od zera wystgpig w wezle nr 1, ktéremu odpowiadajg globalne stopnie
swobody 1i 2.

Kazdemu z trzech elementéw przyporzagdkowacé nalezy odpowiednig dtugosé [, oraz
sztywnos¢ na rozcigganie i Sciskanie wyrazong jako iloczyn EA.

KILiK, WBMIL, Politechnika Rzeszowska — opracowat: tukasz Swiech str. 4



Podstawy MES — kratownice ptaskie

Przemieszczenia lokalne i globalne

Przemieszczenia globalne weztdw poszczegdlnych elementdéw (ui(e), i=1,2,3,4)

odpowiadajg przemieszczeniom globalnym konstrukcji (v;, i = 1,2, ...,8):

(1) = 4, (@ =4, B) =
u =u =u =u g . . .
1 1 1 1 Przemieszczenia weztdw poczatkowych elementdéw

uz(l) = uz(z) = u2(3) = Uz sg tozsame z przemieszczeniem globalnego wezta 1
us W =y, Odpowiednio$¢ przemieszczen poziomych weztéw
u3(2) = Ug koricowych elementdow z globalnymi weztami

(G
gy W konstrukcji
u4(1) =u, Odpowiednio$¢ przemieszczen pionowych weztéw
u, @ = Ug koricowych elementéw z globalnymi weztami
3) —
Uy ™" = Us konstrukcji

Globalne sity weztowe:

W wezle globalnym numer jeden przytozono zewnetrzng sita skupiona P = 1 kN na kierunku
pionowym, przeciwnie do zwrotu osi y. W weztach 2, 3 i 4 istnie¢ muszg sity odpowiadajace
reakcjg podpér pretéw kratownicy.

Macierz sztywnosci elementu w uktadzie globalnym:

W ukfadzie globalnym macierz sztywnosci kazdego z elementéw przedstawia sie jako:

2 2

—c? —cs
k(e):E(e)A(e) cs s* —cs —s?
[© |—c?2 —cs ¢? s

2 2

—CS ¥ 3 CcS S

gdzie, c =c® i s=5s© oznaczajg odpowiednio cosinusy i sinusy kierunkowe dla
konkretnego elementu (dla zachowania przejrzystosci zapisu pominieto indeksy gérne).

Macierz dla catej konstrukgji (zbioru wszystkich elementéw) przyjmuje wymiar liczby stopni
swobody w catym uktadzie (tj. wymiar 8 x 8).
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Podstawy MES — kratownice ptaskie

Macierz sztywnosci elementu 1:

Wspotrzedne wezta 1 elementuto x; = 0 mm iy, = 0 mm.
Wspétrzedne wezta 2 elementu to x, = 0 mm iy, = 1000 mm.

Dtugosc¢ elementu:

1D =0 —x)2+ (7, —yD? = 1D =1000mm
X2 — X1
IeY)

Y2—M1
[

c= = ¢=0, (tozsame z warto$cig cos90°)

= s=1, (tozsame z warto$cig sin90° )

Macierz sztywnosci elementu 1 przedstawia sie jako:

0 0 0 0
kv = EAjo 10 -1
TN (U
0 -1

Wezet 1 elementu pierwszego odpowiada weztowi konstrukcji nr 1. Stopnie swobody 1 i 2
elementu (zwigzane z weztem 1) odpowiadajg zatem stopniom swobody 1 i 2 konstrukcji.

Wezet 2 elementu pierwszego odpowiada weztowi konstrukcji nr 2. Stopnie swobody 3 i 4
elementu (zwigzane z weztem 2) odpowiadajg zatem stopniom swobody 3 i 4 konstrukcji.

Zgodnie z zasadami podanymi w poprzednich rozdziatach, macierz sztywnosci elementu
pierwszego w uktadzie catej konstrukcji przyjmie postac:

0 0 0 0 0 0 0 O
01 0 -100 00

0 0 0000

ko EAlo —1 0000
W0 0 0 0 0 0 0 O

0 0 0 0 0000

0 0 0 0 0000

0 0 0 0 0 0 0 o

Macierz sztywnosci elementu 2:

0!5 015 _0,5 _0,5
@ EAl05 05 -05 -05
—1@|-05 —0,5

-0,5 -0,5

Wezet 1 elementu drugiego odpowiada weztowi konstrukcji nr 1. Stopnie swobody 1 i 2
elementu (zwigzane z weztem 1) odpowiadajg zatem stopniom swobody 1 i 2 konstrukcji.
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Podstawy MES — kratownice ptaskie

Wezet 2 elementu drugiego odpowiada weztowi konstrukcji nr 3. Stopnie swobody 3 i 4
elementu (zwigzane z weztem 2) odpowiadajg zatem stopniom swobody 5 i 6 konstrukcji.

Zgodnie z zasadami podanymi w poprzednich rozdziatach, macierz sztywnosci elementu

pierwszego w uktadzie catej konstrukcji przyjmie postac:

OO OO OO OO

0,5 05 0 0 -—-05 -05
0,5 05 0 0 -05 -05
0 0 0 0 0 0
k@ - EAl 0 0 00 O 0
[@1-05 —-05 0 0
-05 =05 0 O
0 0 0 0 0 0
L0 0 0 0 0 0
Identyczng postac uzyska¢ mozna z zastosowaniem macierz alokacji:
o numeracja w konstrukgji
é 1 2 3 4 5 6 7 8
<1t 0 0 0O 0 O 0 O
a, = =20 1.0 00 00 0
27 g3/0 00 01000
g4l0 0 0 0 010 O
Macierz sztywnosci oblicza sie wtedy jako:
K® = a,"k®a,
Macierz sztywnosci elementu 3:
1 0 -1
k®»=EAlo 0 0
I®1-1 0
0 O
1 0 0 0 0 0 -1 0
0O 0 0 0 0 O 0 o0
0O 0 0o 00O O O
k»_EAl0o 00000 0 0
o 0 0 0 0 0 0 O
0O 0 0 0 0OO O O
-1 0 0 0 0 O
L0 0 0 0 0 O
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Podstawy MES — kratownice ptaskie

Globalna macierz sztywnosci catego uktadu — powstaje poprzez dodanie do siebie macierzy

sztywnosci poszczegolnych elementdw w uktadzie globalnym

ne
K= Z K© o K=K®D4+K® KGO
e=1

co prowadzi do (EA wyciggnieto przed nawias bo jest state dla catej konstrukcji — w innych

przypadkach pamietac o przemnozZeniu rowniez przez tq wartosc):

r 0,00135
0,00035
0
0
—0,00035
—0,0035
—0,001
0

EA

0,00035
0,00135
0
—0,001
—0,00035
—0,00035
0
0

Réwnanie uktadu (konstrukcji):

0,00135
0,00035

0,00035

0

SO OO OoOOC oo

EA

0
0
—0,00035
—0,0035
—0,001
0

0,00135
0
—0,001
—0,00035
—0,00035
0
0

SO OO OO OO

—0,001
0
0,001
0

0
0
0

0
—0,001
0
0,001
0

0
0
0
Kd

—0,00035
—0,00035
0
0
0,00035
0,00035
0
0

—0,00035
—0,00035
0
0
0,00035
0,00035
0
0

—0,00035
—0,00035
0
0
0,00035
0,00035
0
0

—0,00035
—0,00035
0
0
0,00035
0,00035
0
0

—0,001
0

—0,001
0

ogoooo

e = f e g
S o NN N
Il

R R SR
\_____/

a—

I
@

_ _:___\

Warunki brzegowe zadania wymagaja, aby przemieszczenia weztéw 2 i 3 byty rowne zeru, co

odpowiada stopniom swobody 3 do 8, stad:

EA

[ 0,00135
0,00035

0,00035
0,00135

—0,0p035
—0,0p035
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Podstawy MES — kratownice ptaskie

Rozwigzanie uktadu prowadzi do:

(ul)_[0,00135EA 0,00035E4 ‘1( 0 )
U,/ ~ 10,00035EA 0,00135EA —1000

Stad, po wykonaniu operacji odwracania macierzy i mnozenia, skladowe przemieszczenie

wezta numer 1 wynosza:

u; = 0,296, u, =-1,133mm

Pozostate wezty nie doznajg przemieszczen, poniewaz pokrywaja sie z podporami kratownicy.

Rys. 4 prezentuje deformacje kratownicy pod wptywem dziatania sity P.

Deformacja kratownicy
( kolor niebieski - element rozciggany )

skala deformacii
100:1

Rys. 4. Deformacja kratownicy na tle konstrukcji nieodksztatconej

Nastepnie wartosci sit w weztach, w uktadzie globalnym, wyznaczy¢ mozna, z réwnania dla

catej konstrukgji, jako:

f=Kd
i wynoszg one:
Fq 0
/Fz\ /—1,000\
(5 || o%os]
+|_| 0,793
| Fs |~ | 0,207|kN
| Fq | 0,207
\F7/ ~0,207
Fg 0

KILiK, WBMIL, Politechnika Rzeszowska — opracowat: tukasz Swiech str. 9



Podstawy MES — kratownice ptaskie

Znajgc globalne przemieszczenia weztdw_naprezenie w__elementach wyznaczy¢ mozna
z zaleznosci:

E(©
(e

o® = [—c(® _g& (@@ g@] u®

otrzymujemy:

o =793MPa, 0@ =293MPa, o® =—-20,7MPa

Odksztatcenie elementédw wyznaczy¢ mozna z prawa Hooke’a.

Przemieszczenia weztdw w uktadzie lokalnym dla danego elementu okresla sie jako:

uw'® = [@y©

co w rozpatrywanym przypadku prowadzi do:

uIZ €Y)

u’l(l) =-1,13 mm; =0mm

u’l(z) = —0,592 mm; u’z(z) =0mm

u’1(3) =0,296 mm; u’z(g) =0mm

Wartosci sit weztowych w uktadzie lokalnym wynikajg z r6wnania elementu:

R© = ['©y@©

po podstawieniu danych zadania:
R\ /—0,793 R\  /-0,293 R/®\ [ 0,207
(Rz(l) _( 0,793)kN’ RZ(Z) _( 0,293)kN’ R2(3) _(—0,207)kN

Na podstawie znajomosci lokalnych sit weztowych
i lokalnych przemieszczen mozna w sposob
jednoznaczny okresli¢ czy element jest rozciggany
czy Sciskany.
Przyktadowo, na rys. 5 przedstawiono sity weztowe
w elemencie 2. Obliczenia wykazaty, ze sita w wezle
1 jest ujemna. Znaczy to, ze skierowana jest
przeciwnie do zwrotu lokalnej osi biegnacej od
wezta 1 do wezta 2 elementu. W wezle drugim sita
jest dodatnia, co powoduje, iz uktad sit dziatajgcych Rys. 5
na element powoduje jego rozcigganie.

Podobng analize przeprowadzi¢ mozna rozpatrujgc lokalne przemieszczenia u’ dla kazdego
z pretdw kratownicy.
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Podstawy MES — kratownice ptaskie

Odksztatcenie elementdw, znajac przemieszczenia weztéw w uktadzie lokalnym, wyznaczy¢
mozna jako:

u,2 (e) _ ull(e)

(e) —
€ 1©

otrzymujemy:

eM=1130-10"% @ =418-10"% & =-296-107*
Znajomosc¢ prawa fizycznego wigzgcego odksztatcenie z naprezeniem prowadzi do:

g@ = gle)g(e)

co prowadzi do:
oW =793MPa; @ =293MPa;  ¢® =-207 MPa

dzieki czemu mozliwym jest réwniez znalezienie sit wewnetrznych w elementach:

N®© = g 4(e)
w efekcie:

N® =0,793kN; NP =0293kN; NG =-0,207 kN
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Podstawy MES — kratownice ptaskie

Zadania do samodzielnego rozwigzania:

1. Podac¢ wartos$¢ naprezenia w kratownicy z przyktadu, w ktdrej usunieto pret numer 3
i obcigzenie w wezle 1 zmieniono na poziome i skierowane w lewg strone (wartos¢ sity bez
zmian).

Odp.: 6V = —100,00 MPa; o¢@ = 141,42 MPa

2. Podac¢ wartos$¢ naprezenia w kratownicy z przyktadu, w ktdrej usunieto pret numer 2
i w wezle 1 przytozono sity Px = —1 kN i Py = 1 kN.
Odp.:6V = —100 MPa; ¢® = 100 MPa (pret w przyktadzie oznaczony jako 3)
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Podstawy MES — kratownice ptaskie
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