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Podstawy MES 

W celu ogólnego zaprezentowania metody przedstawione zostanie rozwiązanie układu trzech 

sprężyn (rys. 1) połączonych nieskończenie sztywną belką, do której przyłożono siłę 

o wartości P. 

 

Oznaczenia: 

 

(1), (2) – oznaczenie lokalne węzłów 

 

1,2,3,4 – oznaczenie globalne węzłów 

 

Rys.1 

Układ składa się zatem z trzech dwuwęzłowych elementów (rys. 2) o dwóch stopniach 

swobody będących przemieszczeniami w węzłach (𝑢1, 𝑢2). W węzłach elementu istnieją siły 

węzłowe 𝑅1 i 𝑅2.  

 

Rys. 2. Schemat elementu dwuwęzłowego 

Wydłużenie elementu przedstawionego na rysunku 2 wyrazić można jako: 

∆𝑙 = 𝑢2 − 𝑢1 (1) 

Wykorzystując wzór Hooke’a otrzymamy relację łączącą obciążenie P z wydłużeniem, gdzie 

miarą proporcjonalności jest sztywność sprężyny k: 

𝑃 = 𝑘 ∆𝑙 = 𝑘(𝑢2 − 𝑢1)  (2) 
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Element musi pozostawać w równowadze statycznej, zatem: 

𝑅2 = −𝑅1 = 𝑃 (3) 

Otrzymamy zatem układ równań wiążący ze sobą siły, przemieszczenia, sztywność oraz 

geometrię elementu, będące jednocześnie warunkami równowagi statycznej: 

𝑅1 = −𝑘(𝑢2 − 𝑢1) 

𝑅2 =    𝑘(𝑢2 − 𝑢1) 
(3) 

Porządkując równanie 3 do postaci: 

𝑅1 = 𝑘(𝑢1 − 𝑢2) 

𝑅2 = 𝑘(−𝑢1 + 𝑢2) 
(3.1) 

 w zapisie macierzowym przedstawić je można jako: 

(
𝑅1

𝑅2
) = [

𝑘 −𝑘
−𝑘 𝑘

] (
𝑢1

𝑢2
) (3.2) 

równanie 3.2 zapisać można również jako: 

{
𝑅1

(𝑒)

𝑅2
(𝑒)

} = 𝑘(𝑒) [
1 −1

−1 1
] {

𝑢1
(𝑒)

𝑢2
(𝑒)

} (3.3) 

gdzie: 

𝑘(𝑒) – sztywność sprężyny „e” 

lub w postaci ogólnej: 

𝒇(𝒆) = 𝑲(𝒆)𝒅(𝒆) (3.4) 

gdzie:  

𝒇(𝒆) - wektor sił węzłowych 

𝑲(𝒆) - macierz sztywności elementu 

𝒅(𝒆) - wektor przemieszczeń węzłowych 
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Równania równowagi dla poszczególnych sprężyn (elementów) dla układu z rysunku 1: 

 Równanie sprężyny 1 (k1):       (
𝑹𝟏

(𝟏)

𝑹𝟐
(𝟏)

) = 𝒌(𝟏) [
𝟏 −𝟏

−𝟏 𝟏
] (

𝒖𝟏
(𝟏)

𝒖𝟐
(𝟏)

) 

 Równanie sprężyny 2 (k2):       (
𝑹𝟏

(𝟐)

𝑹𝟐
(𝟐)

) = 𝒌(𝟐) [
𝟏 −𝟏

−𝟏 𝟏
] (

𝒖𝟏
(𝟐)

𝒖𝟐
(𝟐)

) 

 Równanie sprężyny 3 (k3):       (
𝑹𝟏

(𝟑)

𝑹𝟐
(𝟑)

) = 𝒌(𝟑) [
𝟏 −𝟏

−𝟏 𝟏
] (

𝒖𝟏
(𝟑)

𝒖𝟐
(𝟑)

) 

Przemieszczenia lokalne i globalne 

Przemieszczenia lokalne węzłów poszczególnych elementów odpowiadają przemieszczeniom 

globalnym (konstrukcji): 

𝑢1
(1) = 𝑢1,      𝑢2

(1) = 𝑢1
(2) = 𝑢1

(3) = 𝑢2 ,       𝑢2
(2) = 𝑢3,         𝑢2

(3) = 𝑢4 

Siły węzłowe 

Siła w każdym węźle globalnym musi być równa sumie sił węzłowych odpowiednich węzłów 

elementów: 

∑ 𝑅(𝑒)

𝑛𝑒

𝑒=1

= 𝑅𝑗 

 

Rys. 3 
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Węzeł globalny 1: 

∑ 𝑅(𝑒)

3

𝑒=1

= 𝐹1   ⟺   𝑅1
(1) =  𝐹1 

 

Węzeł globalny 2: 

∑ 𝑅(𝑒)

3

𝑒=1

= 𝑃  ⟺   𝑅2
(1) + 𝑅1

(2) + 𝑅1
(3) =  𝑃 

Węzeł globalny 3: 

∑ 𝑅(𝑒)

3

𝑒=1

= 𝐹3   ⟺   𝑅2
(2) =  𝐹3 

Węzeł globalny 4: 

∑ 𝑅(𝑒)

3

𝑒=1

= 𝐹4   ⟺   𝑅2
(3) =  𝐹4 

Macierz sztywności elementu w układzie lokalnym: 

Element posiada dwa węzły (stopnie swobody) 

𝑲(𝒆) = [
𝒌(𝒆) −𝒌(𝒆)

−𝒌(𝒆) 𝒌(𝒆)
]         lub                 𝑲(𝒆) = 𝒌(𝒆) [

𝟏 −𝟏
−𝟏 𝟏

] 

Globalna macierz sztywności: 

Rozpatrywana konstrukcji – cztery węzły (stopnie swobody) 

Sprężyna 1 (element 1) Sprężyna 2 (element 2) Sprężyna 3 (element 3) 

𝑲(𝟏) =

= [

𝒌𝟏 −𝒌𝟏 𝟎 𝟎
−𝒌𝟏 𝒌𝟏 𝟎 𝟎

𝟎 𝟎 𝟎 𝟎
𝟎 𝟎 𝟎 𝟎

] 

𝑲(𝟐) =

= [

𝟎 𝟎 𝟎 𝟎
𝟎 𝒌𝟐 −𝒌𝟐 𝟎
𝟎 −𝒌𝟐 𝒌𝟐 𝟎
𝟎 𝟎 𝟎 𝟎

] 

𝑲(𝟑) =

= [

𝟎 𝟎 𝟎 𝟎
𝟎 𝒌𝟑 𝟎 −𝒌𝟑

𝟎 𝟎 𝟎 𝟎
𝟎 −𝒌𝟑 𝟎 𝒌𝟑

] 

stopnie swobody lokalne 

(1,2)  

stopnie swobody globalne 

(1,2)  

stopnie swobody lokalne 

(1,2) 

stopnie swobody globalne 

(2,3) 

stopnie swobody lokalne 

(1,2) 

stopnie swobody globalne 

(2,4) 
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Transformacja lokalnej macierzy sztywności do postaci globalnej 

W celu zapisania macierzy sztywności elementu w układzie globalnym, który odnosi się do 
całej konstrukcji posłużyć się można tzw. macierzą alokacji 𝒂𝒆, która definiuje zależność 
pomiędzy lokalną a globalną macierzą sztywności: 

𝑲(𝒆) = 𝒂𝒆
𝑻𝒌𝒆𝒂𝒆 

Zależność między lokalną a globalną macierzą sztywności dla elementu 1: 

𝑲(𝟏) = 𝒂𝟏
𝑻𝒌𝟏𝒂𝟏 

Lokalna macierz sztywności elementu 1: 

𝒌𝟏 = 𝑘(1) [
1 −1

−1 1
] = [

𝑘11 −𝑘12

−𝑘21 𝑘22
] = [

𝑘1 −𝑘1

−𝑘1 𝑘1
] 

Macierz alokacji dla elementu 1: 

   

stąd: 

𝑲(𝟏) = (

1 0
0 1
0 0
0 0

) [
𝑘1 −𝑘1

−𝑘1 𝑘1
] (

1 0 0 0
0 1 0 0

) = [

𝑘1 −𝑘1 0 0
−𝑘1 𝑘1 0 0

0 0 0 0
0 0 0 0

] 

Zależność między lokalną a globalną macierzą sztywności dla elementu 2: 

𝑲(𝟐) = 𝒂𝟐
𝑻𝒌𝟐𝒂𝟐 

Macierz alokacji dla elementu 2: 

 

𝑲(𝟐) = (

0 0
1 0
0 1
0 0

) [
𝑘2 −𝑘2

−𝑘2 𝑘2
] (

0 1 0 0
0 0 1 0

) = [

0 0 0 0
0 𝑘2 −𝑘2 0
0 −𝑘2 𝑘2 0
0 0 0 0

] 
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Analogicznie dla elementu numer 3: 

𝑲(𝟑) = 𝒂𝟑
𝑻𝒌𝟑𝒂𝟑 

𝑲(𝟑) = (

0 0
0 1
0 0
0 1

) [
𝑘3 −𝑘3

−𝑘3 𝑘3
] (

0 1 0 0
0 0 0 1

) = [

0 0 0 0
0 𝑘3 0 −𝑘3

0 0 0 0
0 −𝑘3 0 𝑘3

] 

Globalna macierz sztywności całego układu – powstaje poprzez dodanie do siebie sztywności 

poszczególnych elementów w układzie globalnym 

𝑲 = ∑ 𝑲(𝒆)

𝒏𝒆

𝒆=1

 

𝑲 = 𝑲(𝟏) + 𝑲(𝟐) + 𝑲(𝟑) 

𝑲 = [

𝑘1 −𝑘1 0 0
−𝑘1 𝑘1 + 𝑘2 + 𝑘3 −𝑘2 −𝑘3

0 −𝑘2 𝑘2 0
0 −𝑘3 0 𝑘3

] 

Równanie układu (konstrukcji): 

𝑲𝒅 = 𝒇 

[

𝑘1 −𝑘1 0 0
−𝑘1 𝑘1 + 𝑘2 + 𝑘3 −𝑘2 −𝑘3

0 −𝑘2 𝑘2 0
0 −𝑘3 0 𝑘3

] (

𝑢1

𝑢2

𝑢3

𝑢4

) = (

𝐹1

𝑃
𝐹3

𝐹4

) 

Warunki brzegowe zadania wymagają, aby przemieszczenia węzłów 1,3 i 4 były równe zeru, 

stąd:  

[

𝑘1 −𝑘1 0 0
−𝑘1 𝑘1 + 𝑘2 + 𝑘3 −𝑘2 −𝑘3

0 −𝑘2 𝑘2 0
0 −𝑘3 0 𝑘3

] (

0
𝑢2

0
0

) = (

𝐹1

𝑃
𝐹3

𝐹4

) 

W ogólnym przypadku równanie przekształcić należy do postaci: 

𝒅 = 𝑲−𝟏𝒇 

Rozwiązanie układu w rozpatrywanym przykładzie prowadzi do:  

(𝑘1 + 𝑘2 + 𝑘3) 𝑢2 = 𝑃 
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stąd 𝑢2 będące przemieszczeniem węzła drugiego konstrukcji wynosi: 

𝑢2 =
𝑃

𝑘1 + 𝑘2 + 𝑘3
 

Następnie wartości reakcji w węzłach 1, 3 i 4 wyznaczyć można jako: 

𝒇 = 𝑲𝒅 

(

𝐹1

𝑃
𝐹3

𝐹4

) = [

𝑘1 −𝑘1 0 0
−𝑘1 𝑘1 + 𝑘2 + 𝑘3 −𝑘2 −𝑘3

0 −𝑘2 𝑘2 0
0 −𝑘3 0 𝑘3

] (

0
𝑢2

0
0

) 

stąd: 

𝐹1 = −𝑘1 𝑢2,            𝐹3 = −𝑘2 𝑢2,          𝐹4 = −𝑘3 𝑢2 
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Zadania do samodzielnego rozwiązania 

Dla układów sprężyn przedstawionych na rysunkach poniżej wyznaczyć 
przemieszczenia poszczególnych węzłów: 

a) 

 

 

 

b)  

 

 

 

c) 

 

𝑷 = 𝟑 𝒌𝑵, 

𝒌 = 𝟏𝟎𝟎 𝑵/𝒎𝒎, 

𝒌𝟏 = 𝒌𝟐 = 𝒌𝟑 = 𝒌𝟒 = 𝒌 

 

      d) 

 

 

 

 

𝑷 = 𝟓 𝒌𝑵, 

𝒌𝟏 = 𝒌𝟒 = 𝟏𝟎𝟎 𝑵/𝒎𝒎 

𝒌𝟐 = 𝟏𝟎𝟎 𝑵/𝒎𝒎 

𝒌𝟑 = 𝒌𝟓 = 𝟐𝟎𝟎 𝑵/𝒎𝒎 

 
 

Odpowiedzi: 
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a) Przemieszczenia węzłów (znak plus oznacza przemieszczenie „w prawo”): 

1 2 3 4 

0 mm -20 mm -6,67 mm 6,67 mm 

 

b) Przemieszczenia węzłów: 

1 2 3 4 

0 mm 13,33 mm 6,67 mm 0 mm 

 

c) Przemieszczenia węzłów: 

1 2 3 4 5 

0 mm 20 mm 50 mm 10 mm 0 mm 

 

Przykład c dla danych: 

𝑷 = 𝟐𝒌𝑵, 𝒌𝟏 = 𝟐𝟎𝟎𝑵/𝒎𝒎, 𝒌𝟐 = 𝟓𝟎𝟎𝑵/𝒎𝒎, 𝒌𝟑 = 𝒌𝟒 = 𝟏𝟎𝟎𝑵/𝒎𝒎 

Przemieszczenia węzłów: 

1 2 3 4 5 

0 mm 8 mm 12 mm 4 mm 0 mm 

 

d) Przemieszczenia węzłów: 

1 2 3 4 5 

0 mm 10 mm 20 mm 0 mm 0 mm 
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