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Podstawy MES

Podstawy MES

W celu ogdlnego zaprezentowania metody przedstawione zostanie rozwigzanie uktadu trzech
sprezyn (rys. 1) potgczonych nieskoriczenie sztywng belka, do ktérej przytozono site

o wartosci P.

......

kz 3 Oznaczenia:

(1), (2) — oznaczenie lokalne weztéw

1,2,3,4 — oznaczenie globalne weztow

Rys.1

Ukfad sktada sie zatem z trzech dwuweztowych elementdw (rys. 2) o dwdch stopniach
swobody bedacych przemieszczeniami w wezfach (U4, Uy). W weztach elementu istniejg sity

weztowe R, i R,.

[+Al

Rys. 2. Schemat elementu dwuweztowego
Wydtuzenie elementu przedstawionego na rysunku 2 wyrazié mozna jako:
Al =u, —uy (1)

Wykorzystujgc wzdér Hooke’a otrzymamy relacje tgczaca obcigzenie P z wydtuzeniem, gdzie

miarg proporcjonalnosci jest sztywnos¢ sprezyny k:
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Podstawy MES

Element musi pozostawac¢ w rownowadze statycznej, zatem:

R2=_R1=P

(3)

Otrzymamy zatem uktad réwnan wigzgcy ze sobg sity, przemieszczenia, sztywnos$¢ oraz

geometrie elementu, bedgce jednoczesnie warunkami réwnowagi statycznej:

Ry = —k(u; —uy)
R, = k(uy; —uy)

Porzadkujgc réwnanie 3 do postaci:

Ry = k(u; —uy)
Ry, = k(—u; +uyp)

w zapisie macierzowym przedstawic je mozna jako:
R\ 1k —kl/t
(RZ) - [—k k ](uz)
rownanie 3.2 zapisa¢ mozna réwniez jako:
Rge) -1 1 uge)

gdzie:

k(©) — sztywnos¢ sprezyny ,e”
lub w postaci ogdlnej:

f© = K@de

gdzie:

£(© - wektor sit weztowych

K(© - macierz sztywnosci elementu

d(© - wektor przemieszczer weztowych
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Podstawy MES

Rownania rownowagi dla poszczegdlnych sprezyn (elementéw) dla uktadu z rysunku 1:

R, — 17 (u, @
e Réwnanie sprezyny 1 (k1): ( 1 ):k(l) 1 1 <u1

R,® -1 1 1\u,®
. . R ® 1 17 (u®

RS 2 (k2): = k@ i
e Roéwnanie sprezyny 2 (k2) <R2(2) -1 11\, ®

R,® 1 -1y (w®
R6 i 7 k3): = k®
e Roéwnanie sprezyny 3 (k3) (Rz(s) | 11 \u,®

Przemieszczenia lokalne i globalne

Przemieszczenia lokalne weztéw poszczegdlnych elementéw odpowiadajg przemieszczeniom

globalnym (konstrukcji):
u1(1) = Uy, uz(l) = u1(2) = u1(3) = Uz, uz(z) = Uz, u2(3) = Uy
Sity weztowe

Sita w kazdym wezle globalnym musi byé rowna sumie sit weztowych odpowiednich weztow

elementow:
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Wezet globalny 1:

Wezet globalny 2:

R®=F o RY=F

NE

Q
1l
=

3
ZR(e) =P o R®4RPDLR® = p
e=1

Wezet globalny 3:

Wezet globalny 4:

3
ZR<6>=F3 = RP=F

e=1

3
ZR(e)=F4 = R,® =F,
e=1

Macierz sztywnos$ci elementu w uktadzie lokalnym:

Element posiada dwa wezty (stopnie swobody)

k)

K®© = l
—k)

Globalna macierz sztywnosci:

—k
h (e)l Jub
@

Rozpatrywana konstrukcji — cztery wezty (stopnie swobody)

K®© =

ke [_1 1 _11]

Sprezyna 1 (element 1)

Sprezyna 2 (element 2)

Sprezyna 3 (element 3)

KO =
ki —-k;i 0 O
_ —-k;y ki 0 O
0 0 0 0
0 0 0 0

K(Z):
0 0 0 0
|0 k& -k o
0 -k, k, 0
0 0 0 0

K(3)=
O 0 o0 0
0 ks 0 —ky
10 0 O 0
0 —ks 0 ks

stopnie swobody lokalne

(1,2)

stopnie swobody globalne

(1,2)

stopnie swobody lokalne

(1,2)

stopnie swobody globalne

(2,3)

stopnie swobody lokalne

(1,2)

stopnie swobody globalne

(2,4)
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Transformacja lokalnej macierzy sztywnosci do postaci globalnej

W celu zapisania macierzy sztywnosci elementu w ukfadzie globalnym, ktéry odnosi sie do
catej konstrukcji postuzy¢ sie mozna tzw. macierzg alokacji a,, ktora definiuje zaleznos¢

pomiedzy lokalng a globalng macierzg sztywnosci:

K® =a,k,a,
Zaleznos¢ miedzy lokalng a globalng macierzg sztywnosci dla elementu 1:
K(l) = alTk1a1

Lokalna macierz sztywnosci elementu 1:

_o[1 -1 :[kn _k12]:[k1 —k1]
=k [—1 1] —kz1 ka2 —ki ks

Macierz alokacji dla elementu 1:

wezet 1 elementu 1

. numeracja globalna

N1 2 3 4
16150 0 0
2‘0@0 0)

lokalna

a = &
% wezel 2 elementu 1
stad:
1 0 kl _k1 O 0
k=0 1|[k _kl](l 0 0 0): —k; ky 0 O
0 0 0 0 0 O
Zaleznos¢ miedzy lokalng a globalng macierzg sztywnosci dla elementu 2:
K(Z) = aszzaz
Macierz alokacji dla elementu 2:
- numeracja globalna
T% 1.2 3 4
_ 2 (0 0 o)
2= 2 0@o
£
0 O 0 0 0 0
k®» =1 0|[k —kz](o 10 0)= 0 ky —k, O
0 1 _kz kz 0 O 1 O 0 _kz kz 0
0 0 0 0 0 0
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Podstawy MES

Analogicznie dla elementu numer 3:

K(3) = a3Tk3a3

0 0 0 0 0 0
K® = 0 1\[ ks _k3](0 1 0 O)= 0 ky 0 —ksg

0 0fl-ks k3]0 0 0 1/7]0 0o o0 0O

0 1 0 —ks 0 ks

Globalna macierz sztywnosci catego uktadu — powstaje poprzez dodanie do siebie sztywnosci

poszczegdblnych elementéw w uktadzie globalnym

ne
K= z K®©
e=1

K=KW + K@) 4 g3

kl _kl O 0
K = —ky ki+ky+ks —k, —ks
=l o —k, k, 0
0 — s 0 ks
Réwnanie uktadu (konstrukcji):
Kd=f
k]_ _k1 0 0 ul F1
_k1 kl + kz + k3 _kz _k3 uz _ P
0 _kz kz 0 u3 - F3
0 _k3 0 k3 Uy F4-

Warunki brzegowe zadania wymagajg, aby przemieszczenia weztéw 1,3 i 4 byty réwne zeru,

stad:
0 F;
Uy — P
0 F3
0 1

W ogdlnym przypadku réwnanie przeksztatci¢ nalezy do postaci:
d=Kf
Rozwigzanie uktadu w rozpatrywanym przykfadzie prowadzi do:

(k1+k2+k3)u2:P
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Podstawy MES

stad u, bedace przemieszczeniem wezta drugiego konstrukcji wynosi:

P

Y2 = Yk, + ks

Nastepnie wartosci reakcji w weztach 1, 3 i 4 wyznaczy¢ mozna jako:

f=Kd
F1 kl _kl 0 0 0
P o _k1 kl + k2 + k3 _kz _k3 uZ
FE|=|o —k, k, 0 || o
F4 0 _k3 0 k3 0
stad:
Fl = —k1 Uy, F3 = —kz Uy, F4 = —k3 Uy
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Podstawy MES

Zadania do samodzielnego rozwigzania

Dla ukfadow sprezyn przedstawionych na
przemieszczenia poszczegodlnych weztéw:

a)
K, k, K,
. 5kN 2kN
1 2 3 4
k,=k,=k,=150 N/mm
b) K, K, K,
4KkN
1 2 3 4
k,=k,=k,=200 N/mm
c)
oo )
2
11 k1
0|2
J\/ 4 /\/ 3
O ot 3
k3 k4 i
AW
d)
v om o
k,
(ol o)
) k1 k
}F—/\/—o 2 3lo 3 —d
g k.
O o)
ok
_/\/\/\/\/_50[
o N
o Ks )
Odpowiedzi:

rysunkach ponizej wyznaczyé

P =3kN,
k =100 N/mm,
k1:k2:k3:k4:k
P =5kN,

k1 = k4_ =100 N/mm
k, =100 N/mm
k3 = ks =200 N/mm
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a) Przemieszczenia weztéw (znak plus oznacza przemieszczenie ,w prawo”):

1 2 3 4
0 mm -20 mm -6,67 mm 6,67 mm
b) Przemieszczenia weztéw:
1 2 3 4
Omm 13,33 mm 6,67 mm 0 mm
c) Przemieszczenia weztow:
1 2 3 4 5
0 mm 20 mm 50 mm 10 mm 0 mm

Przyktad c dla danych:

P = 2kN, k; = 200N/mm, k, = 500N/mm, k; = k, = 100N/mm

Przemieszczenia weztow:

0 mm 8 mm 12 mm 4 mm 0 mm
d) Przemieszczenia weztéw:
0mm 10 mm 20 mm 0 mm 0 mm
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