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Podstawy MES — prety pryzmatyczne

Podstawy teoretyczne

W celu wyznaczenia ogdlnej zaleznosci pomiedzy obcigzeniem, a deformacja wezmy pod
rozwage pret (rys. 1) o polu przekroju A(x) i module Younga materiatu E(x), na ktéry na catej

dtugosci dziata obcigzenie ciagte q(x).

E(x)A(X)
q(x)_———

X
—_— — — —p |

oF
F __a(x) _E+§dx

—x o s

v

Rys.1. Rozpatrywany pret Rys.2. Jednostkowy wycinek preta

Dla dowolnego wycinka preta o dtugosci dx (rys.2), mozna napisa¢ réwnie rdwnowago

statycznej w postaci:

F dx +F + ud d dx + o d 0
= — = —= —
qdx o X qdx o X
co po scatkowaniu daje:
+ iy 0 1

Pamietajac, ze site i naprezenie tgczy zaleznosc:
F = Ao,

Zaktadajgc dodatkowo liniowe prawo fizyczne w postaci:

du
o, =Ee, = o0, = Ea
Otrzymamy:
F=EAe, = F=EA"
= & = _—
2 ox

Po wstawieniu do réwnania réwnowagi (1) prowadzi do sformutowania rdzniczkowej

zaleznosci tgczacej obcigzenie i deformacje:

+ 9 <EAau>— 2
17 5% ox) (2)
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Podstawy MES — prety pryzmatyczne

Dla tak postawionego problemu mozna przyjgé warunki brzegowe w postaci:

Dla lewego konca belki:

du(x
u(xo) = ug oraz — E(x0)A(xg) d(xO) =P,
Dla prawego korica belki:
du(x
u(x) =y oraz E (x;)A(x;) d(xl) =P

Przyktad bezposredniego wykorzystania réwnania rézniczkowego (2) do
analizy preta pryzmatycznego - tzw. rozwigzanie Sciste

Zadaniem jest wyznaczenie funkcji u = u(x) opisujgcej przemieszczenia preta o sztywnosci
na rozcigganie EA i dtugosci L, ktéry jest utwierdzony z lewej strony, z prawej zas obcigzony
sitg skupiong o wartosci P. Dodatkowo na catej dfugosci preta dziata staty wydatek o statej

wartosci g.

Z [ q P x
;—»—»—»—»—h—»
e
7 _

< [ >

Rys. 3.

Réwnanie rownowagi preta (2) przyjmuje postac:

2

d“u
EA'W'FC[:O, 0<x<L

Warunki brzegowe prowadzg do stwierdzenia, ze:

_ du(L) B

dx P

u(0) =0, EA
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Podstawy MES — prety pryzmatyczne

Catkujac podwdjnie rdwnanie rdwnowagi (3) otrzymujemy kolejno:

2

ga- 2% 4 0= 0
dx? 15

du

EA -
dx

+qx:C1

2
X
EAu(x)‘l‘qT:Cl.X‘l'Cz

Uwzglednienie warunki brzegowych umozliwia okreslenie statych catkowania:

u(0) =0 > =0

. du(L) E

EA
dx

P =  C=P+gql

Ostatecznie rozwigzanie Sciste przyjmie postac:

1 qx?
ulx) = ﬁ<_7 +qLx + Px)

Powyzsza funkcja umozliwia znalezienie przemieszczenia w dowolnym punkcie x wzdtuz

dtugosci rozpatrywanego preta.

KILiK, WBMIL, Politechnika Rzeszowska — opracowat: tukasz Swiech

str. 5



Podstawy MES — prety pryzmatyczne

Rozwigzanie przyblizone na przyktadzie zastosowania metody Rayleigha-Ritza

Metoda, w zagadnieniach mechaniki ciata statego, oparta jest o zasade minimum energii
potencjalnej uktadu.

Energia odksztafcenia sprezystego w precie rozcigganym:

1
U= 5] Oy AV (3)
14
gdzie V-objetosc¢ preta.

Zakfadajgc, ze w zagadnieniu naprezenie i odksztatcenie jest state w przekroju, energie
sprezystg wyrazi¢ mozna jako:

Xy
U= faxsxA dx
X0
Wykorzystujgc prawo Hooke’a:
ou
o, =Ee, = Ea

Ostatecznie energia sprezysta zgromadzona w precie wynosi:

X1

v=1ea (2 a
| Y ax)

Xo

Energia potencjalna obcigzenia réwna jest pracy sit zewnetrznych na wywotanych przez nie
przemieszczeniach:

X
W = J qudx+ZPiu(xi)
Xo

gdzie u(x;) jest przemieszczeniem w miejscu przytozenia sity P;. Znak sumy oznacza, ze
nalezy uwzglednié tyle sktadnikdw, ile przytozonych jest sit skupionych.

Energia potencjalna preta poddanego dziataniu sit osiowych wynosi zatem:

X1 X1
1 ou 2
H:U—szfEA (%) dx — fqudx—zPiu(xi)
X0 X0
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Podstawy MES — prety pryzmatyczne

Przyktad rozwigzania zagadnienia preta z wykorzystaniem liniowej funkgcji
rozwigzujacej

Energia potencjalna preta przedstawionego na rys. 3:

L

L

H—leA(au)zd fd Pu(L)

=5 o2) dx—q | udx—Pu
0 0

Zaktadamy rozwigzanie w postaci funkcji liniowej:
ulx) = a1x + ay

Rozwigzanie musi spetnia¢ warunek brzegowy, tj. przemieszczenie w punkcie utwierdzenia
musi by¢ réwne zeru:

u(0)=0=a,=0
stad funkcja rozwigzujgca przyjmie postac:
u(x) = a x

Wstawiajgc powyzsze do wyrazenia na energie potencjalng ukfadu:

L L
1
szfEAalzdx—qalf xdx —Pa,L
0 0

1 L?
= EEAalzL —qa 5 - Pa,L

W celu znalezienia minimum energii potencjalnej przyréwnujemy pochodng czastkowa Il do
zera:

al-I—O & EAaql L PL=0
da; % q2 .

stad wspodtczynnik a; wynosi:
qL

EA

a, =

Podstawiajgc te wartosé do zatozonej postaci rozwigzania otrzymamy:

1 (qL
u(x) = A <7x + Px)

Poréwnujgc powyzszy wynik z rozwigzaniem $cistym mozna zauwazyg, ze przyjecie liniowej
funkcji rozwigzujacej rownanie rézniczkowe nie zapewnia uzyskania poprawnego rozktadu
przemieszczenia wzdtuz dtugosci rozwazanego preta.

Zaznaczy¢ jednak nalezy, ze takie rozwigzanie przyblizone spetnia przemieszczeniowe warunki
brzegowe.
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Podstawy MES — prety pryzmatyczne

Przyktad rozwigzania zagadnienia preta z wykorzystaniem kwadratowej funkgcji

rozwigzujacej

Energia potencjalna preta przedstawionego na rys. 3:

L

L

H—leA(au)zd fd Pu(L)

=5 o2) dx—q | udx—Pu
0 0

Zaktadamy rozwigzanie w postaci funkcji kwadratowej:
u(x) = ax? + a;x + a,
Rozwigzanie musi spetniaé¢ warunek:
u(0) =0staday, =0
stad funkcja rozwiqzujgca przyjmie postac:
u(x) = azx? + a;x
Wstawiajgc powyzsze do wyrazenia na energie potencjalng ukfadu:

1 31 2 2 273 2 2, 1 2
H=—§qa2L —ECICHL +§EAa2 L> + EAa,a,L* — Pa,L +§EAa1 L—Pa;

W celu znalezienia minimum energii potencjalnej przyréwnujemy pochodne czgstkowe Il do

Zera:

on
da,

on

_qL+P _1g¢q
da, P

EA 2EA

0 = a,

W wyniku obliczen otrzymuje sie zatem funkcje przemieszczen tozsamg z rozwigzaniem
Scistym:

2

1 qx
u(x) = (——2—+qu+Px>

W rozpatrywanym przypadku zastosowanie funkcji rozwigzujgcej wyzszego stopnia nie
wptynie na doktadnosé rozwigzania.
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Podstawy MES — prety pryzmatyczne

Rozwigzanie przyblizone z zastosowaniem MES

Definicja dwuweztowego elementu pretowego

Rozpatrywany jest element pretowy, ktérego wezty pierwszy i drugi maja odpowiednio
wspotrzedne x; i x,. Dtugosc¢ elementu wyrazona jest przez zaleznos¢ | = x, — x;. Element
posiada pole przekroju poprzecznego o wielkosci A i zbudowany jest z materiatu o module
Younga E. Poszukiwane sg przemieszczenia weztow, tj. uq i u,.

R Yy—— — — —u R
! TE = 1LY AU 7 2 "2 X
% | X,
Rys. 4.

Rownanie rézniczkowe elementu:
d du
a(EA-a>+q=0 X Sx <X
Obcigzenie R; i R, w weztach prowadzi do sformufowania naturalnych warunkéw
brzegowych:
du(x;)

du(x,)
: =R
dx

dx 2

—EA - R, oraz EA
Podstawowa niewiadoma to przemieszczenie osiowe u(x). Po znalezieniu tej wartosci mozna

policzy¢ odksztatcenie, naprezenie i site w elemencie:
du

T

o, =E ¢, N =40,

Do opisu pola przemieszczen stosuje sie metody interpolacyjne. Przyktadowo wykorzystujgc
wielomiany Lagrange’a otrzymamy element, w ktérym przemieszczenie pomiedzy weztami
zmieniad sie beda w sposéb liniowy:

w(x) = (x — X5 x—M)(Z;) = ulkx)= (N1 Nz) (Z;)

X1 —X2 X2 — X1

W zapisie macierzowym: u(x) = N'd,

gdzie:

N.
(Nl ) - macierz kolumnowa (wektor) funkcji ksztattu,
2

N
d

u
(u:) - wektor przemieszczen weztowych.
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Podstawy MES — prety pryzmatyczne

Symbole zapisane pogrubionq czcionkq oznaczajq macierz lub wektor.

Zadaniem funkcji ksztattu jest umozliwienie wyznaczenia wartosci przemieszczenia u(x) przy
znajomosci jedynie przemieszczen weztowych uq i u,.

W przyjetej interpolacji wielomianem Lagrange’a funkcje ksztattu N; i N, wynosza:

N_x—xz_ X — Xy N_x—xl_x—xl
1= S . -
xl—xz l ’ xz_xl l

Na rysunku 5 przedstawiono przebiegi funkcji ksztattu wzdtuz diugosci elementu
0 wspotrzednych weztéw x; = 1, x, = 2:

1 T T T T _...'
0.8 TR
M1zl gl '_-'- -
N2(x).4F R -
b -
--" 1 1 1 1

I}1 12 14 1.6 1.8 2

X

Rys. 5.

W toku kolejnych obliczen niezbedna jest réwniez pochodna przemieszczenia bedaca
jednoczesnie odksztatceniem:

) du(x) , 1 1 U, , WA
W) = dx = w= (x1 — Xy Xy — xl) (uz) > ') = (MN) (uz)
W zapisie macierzowym:
, ou N
u(x)zazeszTd, B=(N2>

Pochodne funkc;ji ksztattu majg postac:

1 1 1 1
l

X1 — Xy U’ Nt B
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Podstawy MES — prety pryzmatyczne

Energia potencjalna zgromadzona w elemencie jest rdznicg energii odksztatcenia
sprezystego i pracy sit zewnetrznych:
N=Uu-w

W elemencie obcigzonym na catej swojej dtugosci wydatkiem q i sitami weztowymi R; w wezle
pierwszym i R, w wezZle drugim, energia ta ma postac:

X2 X2
1 ou\ >
Mn=u-w= EfEA <a> dx y — fqudx+R1u1+R2u2
X1 X1

Energia odksztatcenia (en. sprezysta) wyrazona moze by¢ jako:

X2

U=z f EA (6u)2d
=0 —] dx
2 dx

X1
co w zapisie macierzowym, po uwzglednieniu informacji zawartej w uzupetnieniu 1 ze

strony 13 prowadzi do:
Xy X2

1 1
U=§JEAdTBBTddx = U=§deEABBded

X1 X1

po wprowadzeniu pojecia macierzy sztywnosci k otrzymamy wyrazenie:

U= ! d’kd
2
Macierz sztywnosci elementu k opisuje zaleznosé:
X2
k = f EAB BT dx
X1

Pamietajgc, ze B jest wektorem pochodnych funkcji ksztattu w postaci:

1 1
BT = (i) = (-7 )

Macierz sztywnosci elementu obliczymy jako:

X2 1 X2 1
/ f EAl—de —f EAl—de\
k — X1 X1
X2 1 X2 1
—f EA—dx f EA—dx
X1
co po scatkowaniu daje :

EA v
k=T(—11 11)
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Podstawy MES — prety pryzmatyczne

Praca sit zewnetrznych na wywotanych przez nie przemieszczeniach czyli energia potencjalna
obcigzenia sktada sie z dwoch cztondéw:

W=Ww,+W,
e Praca wykonana przez wydatek q dziatajgcy na dfugosci elementu:
X2
W, = f qu dx
X1
W zapisie macierzowym:
X2
W, = J gN'ddx = W,=r,"d=d"r,
X1
gdzie:
Xy X2
r, = f gN"dx lub 1, = J N q dx
Xq X1

wstawiajgc do powyzszego rozwinietg postac funkcji ksztattu N otrzymamy:

/ x—xz \

f qdx

X1 | qL
— q_z

\f e

wektor r, przedstawia sobg przyblizenie obcigzenia ciggtego przez przytozenie potowy

sity generowanej przez wydatek do obydwu weztéw elementu.

e Praca wykonana przez sity skupione przytozone w weztach:
WP = R1u1 + R2u2
czyli w zapisie macierzowym:
u
W,=(R1 Ry) (u;) = wW,=r,"d=d"r,

gdzie r), jest wektorem obcigzenia weztowego:

R,
Sl <R2>
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Podstawy MES — prety pryzmatyczne

Energia potencjalna réwna jest:

=U—W, - W,
uwzgledniajgc wyprowadzenia przedstawione powyzej otrzymamy:
1
—_ T T T
H_Ed kd-d'r,—d'r,

wyciggajac wspolny czynnik przed nawias wyrazenie na energie potencjalng przyjmuje
postac:

n=dT<1kd—r —r)
2 q 1%

Warunek minimum energii potencjalnej wyrazi sie jako pochodna czgstkowa energii wzgledem
przemieszczen w weztach elementu (w celu zachowania wiekszej przejrzystosci, sposob
obliczenia pochodnej przedstawiono w UZUPEENIENIU 2 na kolejnej stronie):
aIl 1 1
(Ekd—rq—rp)+§kd=0

rrin

porzadkujgc wyrazenie otrzymuje sie rdwnanie elementu pretowego w ujeciu MES:

kd=r,+r,
lub
EA 1 -1y _4ql 1y | (Ry
T(_1 1 )(uz) — 7(1) > (Rz)
gdzie:
u
d= (u;) - wektor przemieszczen weztowych
_EA( 1l -1\ , o
k = . (_1 1 ) macierz sztywnosci elementu

R
r, = (R;) — wektor sit weztowych

rg = q?L (D — wektor sit w weztach od obcigzenia ciggtego
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Podstawy MES — prety pryzmatyczne

UZUPEtNIENIE 1

Potege pierwszej pochodnej przemieszczenia (zatozonego rozwigzania) nalezy policzy¢ w taki
sposdb, aby przemieszczenia d weztow wyciggnaé przed catke:

0 ou\>  /ou\’ 9
“_ BTd = (—u) =( u) Y (B"d)"B"d = d"B B"d
ax dx ox ax

bo (AB)T = AT BT - prawo transpozycji iloczynu macierzy.

UZUPEENIENIE 2

Sposdb obliczania pochodnych czgstkowych energii potencjalnej wzgledem przemieszczen
weztowych:

1 1wy
l'l=dT<§kd—rq—rp> = (U1 up) (Ek(uz)—rq—rp)
Pochodna liczona wzgledem przemieszczenia wezta 1:

fam0 = @0 Gr()=rimn)r e w Gx())-o

Pochodna liczona wzgledem przemieszczenia wezfa 2:

:52—0 = (0 1)( (Z;)—rq—rp)+(u1 Uy) G"(g)):o

budowa ukfadu réwnan:

m

ou, :(1 0)(1k(u1)_r q 4 >+(u1 uz)(lk(l 0)):(0)
kf)_ﬂ) 0 1/\2 \uUz d P 2 \0 1 0

du,

Poniewaz k jest macierzg symetryczng, to:
dr (1 k ) 1 kd
27/ 2
otrzymujemy:

an—(lkd )+ kd=0
od _ \2 Ta™Tp =

a stad:

kd=rq+rp
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Podstawy MES — prety pryzmatyczne

Przyktad rozwigzania MES dla preta pryzmatycznego

Na kolejnych stronach zaprezentowano tok obliczen preta pryzmatycznego o skokowo
zmiennym przekroju obcigzonego sitami skupionymi (rys. 6). Na rysunku przedstawiono
wykresy przebiegu sity wewnetrznej N(x), naprezenia g(x) oraz przemieszczen Al(x)

uzyskane na drodze obliczern analitycznych, metodami znanymi z kursu Wytrzymatosci

Materiatow.
E = 210 GPa .
’ /'ZD‘O‘mm‘ mm2
7 30kN 3 20kN
4 — -
%
Iy
4
2cm g 2dem SOcm >
r 10
NC) e 20 X
[kN]] 3
o(x) FTTTRRrTTT]. 100 200 X
[MPaly @ (-%9
0,06
Alx) | TS Ty, 0,06 0,54 x
[mm] ] g
Y

Rys. 6.
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Podstawy MES — prety pryzmatyczne

Procedura rozwigzania MES:
1. Dyskretyzacja rozpatrywanego ukfadu — podziat na elementy
2. Budowa macierzy sztywnosci uktadu
3. Wprowadzenie warunkow brzegowych
4. Rozwigzanie ze wzgledu na nieznane przemieszczenia w weztach

5. Obliczenia pozostatych wielkosci weztowych

Konstrukcje dzielimy na trzy dwuweztowe elementy typu pretowego (rys. 6). W kazdym
z czterech weztéw uktadu znajduje sie jeden stopien swobody, tj. mozliwo$é przemieszczania
wzdtuz osi x.

Jedyny dostepny warunek brzegowy to informacja, ze skrajny lewy przekrdj preta nie moze
doznawac przemieszczen z uwagi na istniejgce w tym miejscu utwierdzenie.

Kazdemu z trzech elementéw przyporzadkowac¢ nalezy odpowiednig dtugos¢ L, oraz
sztywnos¢ na rozcigganie i Sciskanie wyrazong jako iloczyn EA.

200mm’ §
100mm°

Przemieszczenia lokalne i globalne

Przemieszczenia lokalne weztéw poszczegdlnych elementdow odpowiadajg przemieszczeniom

globalnym (konstrukciji):
=y, wpY=u@=u, W,®=u®=uy;, u,® = u,
Globalne sity weztowe:

W wezle globalnym numer jeden istnieje sita F; odpowiadajgca reakcji w utwierdzeniu.
W wezfach 2 i 4 obcigzenia przyjmujg wartos¢ zewnetrznych sit skupionych:

F,=—-30kN, F,=20kN

Sita w wezle trzecim nie jest zdeterminowana poprzez zadne warunki, poza statyka uktadu.

KILiK, WBMIL, Politechnika Rzeszowska — opracowat: tukasz Swiech str. 16



Podstawy MES — prety pryzmatyczne

Macierz sztywnosci elementu w uktadzie lokalnym:

1@ — @( R
L) -1 1

gdzie: e = 1, 2,3 — numer elementu.

Macierze sztywnosci elementow w uktadzie globalnym:

Element 1 Element 2 Element 3

K® = K@ — K® =

KD k@D o 0 0 0 0 0 0 0 0 0

kD W o o _lo k@& —k®@ o o 0o o 0
| oo 0 00 0 —k® k@ of | [0 0 K® —k®

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 —k® kO
stopnie swobody lokalne stopnie swobody lokalne stopnie swobody lokalne
(1,2) (1,2) (1,2)
stopnie swobody globalne stopnie swobody globalne stopnie swobody globalne
(1,2) (2,3) (3,4)

Globalna macierz sztywnosci catego uktadu — powstaje poprzez dodanie do siebie macierzy

sztywnosci poszczegdlnych elementéw w uktadzie globalnym
ne
K = Z K¢ & K=KV4+K® 4+K®
e=1

co prowadzi do:

kD —k® 0 0
K = —kO D 4 2 —k@ 0
0 —k@ K@ + kG — 3
0 0 —k®) k@
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Podstawy MES — prety pryzmatyczne

Dla kazdego elementu zapisa¢ mozna rownanie:
K®© d© = f©

gdzie:
f(e) = rq + 1p - wektor sit weztowych ( w rozwazanym przypadku g, = 0)
K(© - macierz sztywnosci elementu

d(© - wektor przemieszczers weztowych

Réwnanie uktadu (konstrukgji):

Kd=f
jAeh) —k@® 0 0 Uy Fy
IO RN ACORY HC) —k@ 0 U\ | F
0 k@ K@ 1+ kB @\ us | | F;
0 0 —k® k® Uy F,

Warunki brzegowe zadania wymagaja, aby przemieszczenia wezfa 1 byto rowne zeru, stad:

1 (60 ’1‘(1) o s WS 2 TPA /F'l\
kO O 4@ —k@ 0 U, F,
0 k@ @1 e @[\ us | T\ F
0 0 —k®) kG 1 \Usg Fy

Rozwigzanie uktadu prowadzi do:
un (kD4 k@ @ o 17 /F,
<U3> = _k(z) k(z) + k(3) _k(3) <F3>
Uy 0 _k(3) k(3) F4
Stad, po wykonaniu operacji odwracania macierzy i podstawienia danych liczbowych

przemieszczenia poszczegdlnych weztéw wynosza:

u; =0, u, =-0,06mm, u;=0065mm, u,=054mm

Nastepnie wartosci sit w weztach, w uktadzie globalnym, wyznaczy¢ mozna jako:

Fq 1,68 -1,68 0 0 0

F, — 105 —-1,68 3,36 —1,68 0 —0,06
F3 0 -1,68 2,10 —4,20(\ 0,06
Fy 0 0 —4,20 4,20 0,54
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Fq 10
F, |\ [ -30
Fy | = 0 kN
F, 20

Wartosci sit weztowych w uktadzie lokalnym wynikajg z réwnania elementu:

Rl(e) B E(e)A(e)( 1 _1) u, @
R,®) L& \-1 1 /\y,®
po podstawieniu danych zadania:

(1) (@) (3) _
<R1(1)> - ( 0 )kN' <R1 2 > = <R1 3 ) = ( 20) eN
R, -10 Rz( ) Rz( ) 20

Odksztatcenie elementdw wyznaczy¢é mozna jako:

AL® — AL ©
L

gl —

Otrzymujemy:

e =-238-107*% ¢® =—476-107%, ¢® =-9,52-107*

Znajomosc prawa fizycznego wigzgcego odksztatcenie z naprezeniem prowadzi do:

o'(e) — Ee(e)

o =50 MPa, ¢ =100MPa, o¢® =200 MPa

dzieki czemu mozliwym jest znalezienie sit wewnetrznych w elementach:

N®© = g 4(e)

N® =—-10kN, N® =N® =20kN
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