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Element trójkątny typu CST (Constant Strain Triangle) 

Element składa się z trzech węzłów. W każdym węźle występują dwa translacyjne stopnie swobody. 

 

 

Rys. Schemat elementu trójkątnego 

Pole przemieszczeń zakłada się w postaci : 

𝑢(𝑥, 𝑦) = ∑𝑁𝑖(𝑥, 𝑦) 𝑢𝑖

3

𝑖=1

 

𝑣(𝑥, 𝑦) = ∑𝑁𝑖(𝑥, 𝑦) 𝑣𝑖

3

𝑖=1

 

gdzie: 

𝑢𝑖 = [𝑢1 𝑢3 𝑢5] 

𝑣𝑖 = [𝑢2 𝑢4 𝑢6] 

oraz 𝑁𝑖  są liniowymi funkcjami kształtu: 

𝑁1 =
1

2𝐴
{𝑥2𝑦3 − 𝑥3𝑦2 + (𝑦2 − 𝑦3)𝑥 − (𝑥2 − 𝑥3)𝑦} 

𝑁2 =
1

2𝐴
{𝑥3𝑦1 − 𝑥1𝑦3 + (𝑦3 − 𝑦1)𝑥 − (𝑥3 − 𝑥1)𝑦} 

𝑁3 =
1

2𝐴
{𝑥1𝑦2 − 𝑥2𝑦1 + (𝑦1 − 𝑦2)𝑥 − (𝑥1 − 𝑥2)𝑦} 

Macierz funkcji kształtu: 

𝑁 = [
𝑁1 0 𝑁2 0 𝑁3 0
0 𝑁1 0 𝑁2 0 𝑁3

] 
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Macierz pochodnych funkcji kształtu: 

𝐵 =

[
 
 
 
 
 
 
𝜕

𝜕𝑥
0

0
𝜕

𝜕𝑦
𝜕

𝜕𝑦

𝜕

𝜕𝑥]
 
 
 
 
 
 

𝑁 

po wstawieniu funkcji kształu: 

𝐵 =
1

2𝐴
[
𝑦2 − 𝑦3 0 𝑦3 − 𝑦1 0 𝑦1 − 𝑦2 0

0 𝑥3 − 𝑥2 0 𝑥1 − 𝑥3 0 𝑥2 − 𝑥1

𝑥3 − 𝑥2 𝑦2 − 𝑦3 𝑥1 − 𝑥3 𝑦3 − 𝑦1 𝑥2 − 𝑥1 𝑦1 − 𝑦2

] 

 

Macierz sztywności elementu w odniesieniu do rzeczywistych sił i przemieszczeń: 

𝒌 = ∫ 𝑩𝑇𝑫𝑩
𝑉

𝑑𝑉 = ∫ (𝑩𝑇𝑫𝑩ℎ)
𝐴

𝑑𝑥𝑑𝑦 

𝒌 = 𝐴 ℎ 𝑩𝑇𝑫𝑩 

gdzie: 

macierz sprężystości dla materiału izotropowego w płaskim stanie naprężenia: 

𝑫 =
𝐸

1 − 𝜈2 [

1 𝜈 0
𝜈 1 0

0 0
1 − 𝜈

2

] 

𝐸 – moduł Younga 

𝜈 – współczynnik Poissona 

𝐴 – pole powierzchni elementu 

ℎ - grubość elementu 

 

Składowe stanu naprężenia w elemencie: 

𝝈 = [

𝜎𝑥

𝜎𝑦

𝜏𝑥𝑦

] = 𝑫𝜺 = 𝑫𝑩𝒒 

gdzie: 

𝒒𝑇 = [𝑢1 𝑢2 𝑢3 𝑢4 𝑢5 𝑢6] 

 

  



Podstawy MES – element trójkątny 2D 
 
 

KILiK, WBMiL, Politechnika Rzeszowska – opracował: Łukasz Święch str. 4  

Przykład obliczeniowy 

Wykorzystując trójkątne elementy skończone obliczyć przemieszczenia węzłów konstrukcji 

przedstawionej na rysunku, obciążonej na krawędzi AB wydatkiem o wartości 𝑞 = 125 N/mm.  

Przyjąć, że 𝐸 = 210 G𝑃a, 𝜈 = 0,3, a grubość elementu to ℎ = 5 mm. 

 

 

 

Rys. Schemat zadania Rys. Podział na elementy skończone 
 

 
Rys. Numeracja stopni swobody w konstrukcji i w elementach 
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Przemieszczenia lokalne i globalne 

Przemieszczenia globalne węzłów poszczególnych elementów (𝑢𝑖
(𝑒),   𝑖 = 1, 2) odpowiadają 

przemieszczeniom globalnym konstrukcji (𝑢𝑖 ,   𝑖 = 1, 2, … , 8): 

𝑢1 = 𝑢1
(1) = 𝑢1

(2) 

𝑢2 = 𝑢2
(1) = 𝑢2

(2) 

𝑢3 = 𝑢5
(1) 

𝑢4 = 𝑢6
(1) 

 

𝑢5 = 𝑢3
(1) = 𝑢5

(2) 

𝑢6 = 𝑢4
(1) = 𝑢6

(2) 

𝑢7 = 𝑢3
(2) 

𝑢8 = 𝑢4
(2) 

 

Globalne siły węzłowe i warunki brzegowe: 

   W węźle globalnym numer jeden i cztery należy przyłożyć zewnętrzne siły skupione będące połową 

wartości obciążenia 𝑃 = 125 𝑁 𝑚𝑚⁄ ∙ 750 𝑚𝑚 = 93,75 𝑘𝑁 na kierunku pionowym, przeciwnie do 

zwrotu osi 𝑦.  

W węzłach 1 i 2 istnieć muszą siły odpowiadające reakcjom podpór. 

  
Rys. Obciążenie ciągłe zamienione na siły 

węzłowe 
Rys. Uwzględnienie warunków brzegowych 

 

        

Macierz sprężystości: 

W przykładzie założono stały materiał w całej konstrukcji dlatego: 

𝑫 =
𝐸

1 − 𝜈2 [

1 𝜈 0
𝜈 1 0

0 0
1 − 𝜈

2

] 

Po podstawieniu stałych materiałowych otrzymamy:  
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Obliczenia dla Elementu 1: 

                       

 

Pole elementu wyznaczyć można z zależności: 

𝐴 = |
𝑥1 ∙ (𝑦2 − 𝑦3) + 𝑥2 ∙ (𝑦3 − 𝑦1) + 𝑥3 ∙ (𝑦1 − 𝑦2)

2
| 

𝐴 = 62,50 ∙ 103 𝑚𝑚2 

Macierz pochodnych funkcji kształtu oblicza się z zależności: 

𝐵 =
1

2𝐴
[
𝑦2 − 𝑦3 0 𝑦3 − 𝑦1 0 𝑦1 − 𝑦2 0

0 𝑥3 − 𝑥2 0 𝑥1 − 𝑥3 0 𝑥2 − 𝑥1

𝑥3 − 𝑥2 𝑦2 − 𝑦3 𝑥1 − 𝑥3 𝑦3 − 𝑦1 𝑥2 − 𝑥1 𝑦1 − 𝑦2

] 

 

Podstawienie danych liczbowych prowadzi do: 

 

 

Macierz sztywności elementu wyznaczamy z zależności: 

𝒌 = 𝐴 ℎ 𝑩𝑇𝑫𝑩 

co prowadzi do: 

 

węzeł x y 
1 0 0 
2 250 250 
3 0 500 
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Macierz sztywności elementu 1 w układzie konstrukcji otrzymamy jako: 

𝑲 = 𝒂𝑻𝒌𝒂 

gdzie a jest macierzą alokacji: 

 

Po przeprowadzeniu obliczeń otrzymamy: 

 

 

Obliczenia dla Elementu 2: 

  

 

Pole elementu wyznaczyć można z zależności: 

𝐴 = 93,75 ∙ 103 𝑚𝑚2 

Macierz pochodnych funkcji kształtu: 

 

 

węzeł x y 
1 0 0 
2 750 0 
3 250 250 
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Macierz sztywności elementu 2: 

 

Macierz alokacji elementu 2: 

 

Macierz sztywności elementu 2 w układzie konstrukcji: 

 

 

Macierz sztywności układu: 

𝑲 = 𝑲𝟏 + 𝑲𝟐 

 

 

Wyznaczenie przemieszczeń węzłowych możliwe jest poprzez rozwiązanie układu: 

𝑲𝒅 = 𝒇    ⇒      𝒅 = 𝑲−1𝒇 
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po uwzględnieniu warunków brzegowych, które polega na wykreśleniu wierszy i kolumn 

odpowiadających odebranym stopniom swobody. 

W rozważanym przykładzie procedura ta prowadzi do: 

 

𝑲𝒅 = 𝒇 

 
 

𝒅 = 𝑲−1𝒇 

 
 

Po odwróceniu macierzy K otrzymamy: 

 

Po rozwiązaniu równania otrzymamy: 

 

Ostatecznie, wektor przemieszczeń węzłowych: 
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Rys. Schematyczne przedstawienie deformacji tarczy (skala 20:1) 

     

 

Rys. Rozkład składowych przemieszczenia na powierzchni tarczy  

 

Siły węzłowe obliczamy jako: 

𝒇 = 𝑲𝒅     

co prowadzi do: 
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gdzie siły f1 do f4 są wielkościami sił reakcji w podporach układu. 

 

 

 

Składowe stanu naprężenia w  elemencie obliczyć można jako: 

𝝈 = [

𝜎𝑥

𝜎𝑦

𝜏𝑥𝑦

] = 𝑫𝜺 = 𝑫𝑩𝒒 

gdzie: 

𝒒𝑇 = [𝑢1 𝑢2 𝑢3 𝑢4 𝑢5 𝑢6] 

Wartości naprężeń głównych wyznaczyć można jako: 

𝜎1

𝜎2
} =

𝜎𝑥 + 𝜎𝑦

2
± √(

𝜎𝑥 − 𝜎𝑦

2
)
2

+ 𝜏𝑥𝑦
2  

Dla Elementu 1: 

𝒒𝑇 = [𝑢1 𝑢2 𝑢5 𝑢6 𝑢3 𝑢4] 

[

𝜎𝑥

𝜎𝑦

𝜏𝑥𝑦

] = [
55,86
16,76

−56,64
]𝑀𝑃𝑎 

[
𝜎1

𝜎2
] = [

96,23
−23,62

]𝑀𝑃𝑎 

Dla Elementu 2: 

𝒒𝑇 = [𝑢1 𝑢2 𝑢7 𝑢8 𝑢5 𝑢6] 

[

𝜎𝑥

𝜎𝑦

𝜏𝑥𝑦

] = [
−37,24
37,76

−37,24
]𝑀𝑃𝑎 

[
𝜎1

𝜎2
] = [

53,11
−52,58

]𝑀𝑃𝑎 
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Deformacja pomiędzy węzłami: 

Wykorzystując funkcje kształtu możliwym jest obliczenie składowych przemieszczenia w dowolnym 

punkcie ciała, jako: 

𝑢(𝑥, 𝑦) = ∑𝑁𝑖(𝑥, 𝑦) 𝑢𝑖

3

𝑖=1

;                  𝑣(𝑥, 𝑦) = ∑𝑁𝑖(𝑥, 𝑦) 𝑣𝑖

3

𝑖=1

 

gdzie 𝑁𝑖  są funkcjami kształtu, a 𝑢𝑖, 𝑣𝑖  obliczonymi przemieszczeniami węzłowymi. 

Przykładowo dla punktu położonego w połowie dolnej krawędzi elementu 2 o współrzędnych: 

(𝑥, 𝑦) = (375, 0) 𝑚𝑚 

przemieszczenie ma składowe: 

𝑢 = 𝑁1 ∙ 𝑢1 + 𝑁2 ∙ 𝑢7 + 𝑁3 ∙ 𝑢5 = −0,0867 𝑚𝑚 

𝑣 = 𝑁1 ∙ 𝑢2 + 𝑁2 ∙ 𝑢8 + 𝑁3 ∙ 𝑢6 = −0,3504 
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