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Podstawy MES — element trojkgtny 2D

Element tréjkatny typu CST (Constant Strain Triangle)

Element sktada sie z trzech weztéw. W kazdym wezle wystepujg dwa translacyjne stopnie swobody.

ub
A u

5

(X3, ya)

ui 1

(x1, v1)
u2 |

Rys. Schemat elementu tréjkgtnego

u4

Pole przemieszczen zaktada sie w postaci :

3
u(wy) = Y NiCxy)
i=1

3
v(@y) = ) M@ v
i=1

gdzie:
u; = [u1 Us us]
v, = [Uz Uy Ug)

oraz N; s3 liniowymi funkcjami ksztattu:

1
N; = ﬂ{xzh —x3y2 + (2 —y3)x — (x2 — x3)y}

1
N, = ﬂ{x3)’1 —x1y3 + (3 —y1)x — (x3 — x1)y}

1
N; = ﬂ{xﬂ’z —xy1 + (71— y2)x — (%1 — x3)y}

Macierz funkgcji ksztattu:

[Ny, 0 N, 0 N; 0

N=lo n 0 N 0 N
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Podstawy MES — element trojkgtny 2D

Macierz pochodnych funkcji ksztattu:

r d
ax
0
B=|0 @N
da 0
0y ox

po wstawieniu funkcji ksztatu:

1 [Y2=Ys3 0 Y3—W1 0 Y1—Y2 0
=ﬂ X3_.x2 0 xl_x3 0 xz—x1
X

3 =Xz Y2—Y3 X1 —X3 Y3—YV1 X2—X1 Y1~ )2

B

Macierz sztywnosci elementu w odniesieniu do rzeczywistych sit i przemieszczen:
k= j BTDBdV = J (BTDBh) dxdy
v A

k=AhB"DB
gdzie:

macierz sprezystosci dla materiatu izotropowego w ptaskim stanie naprezenia:

1 v 0
_E v 1 o0
T 1,2 LRV
1-v 0
2
E —modut Younga
v — wspotczynnik Poissona
A — pole powierzchni elementu
h - grubosc¢ elementu
Sktadowe stanu naprezenia w elemencie:
O-X
g = [Uy = D& = DBq
Ty

gdzie:

qf =W Uy Uz Uy Us Ug
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Podstawy MES — element trojkgtny 2D

Przyktad obliczeniowy

Wykorzystujgc trdjkatne elementy skonczone obliczyé przemieszczenia weztéw konstrukcji
przedstawionej na rysunku, obcigzonej na krawedzi AB wydatkiem o wartosci g = 125 N/mm.
Przyjaé, ze E = 210 GPa, v = 0,3, a grubos¢ elementu to h = 5 mm.

Y a
750
250
_ JC
|
o D
o ]
w
o
n
(&}
I (=4
1 v 3B A x 10 )
- l | y \ | | y q
Rys. Schemat zadania Rys. Podziat na elementy skoriczone
u,?
(xz, y3)
u4
2
(xa, y1)
u,"
ul
——Cf

1* 24" ur
u2

Rys. Numeracja stopni swobody w konstrukcji i w elementach
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Podstawy MES — element trojkgtny 2D

Przemieszczenia lokalne i globalne

Przemieszczenia globalne weztéw poszczegélnych elementéw (w;®, i =1,2) odpowiadaja

przemieszczeniom globalnym konstrukgji (u;, i = 1,2, ...,8):

u = u,® =y, @ e D) @
w, =u,® =q4,® ST TS
S 2 wo=u,® =4.®@
u =u(1) 6 4 6
3 5 u; = uz®
u4=u6(1) u _u(z)
8 — “4

Globalne sity weztowe i warunki brzegowe:

W weizle globalnym numer jeden i cztery nalezy przytozyé zewnetrzne sity skupione bedace potowa
wartosci obcigzenia P = 125 N/mm - 750 mm = 93,75 kN na kierunku pionowym, przeciwnie do
zwrotu osi y.

W weztach 1i 2 istnie¢ muszg sity odpowiadajace reakcjom podpor.

u4=0
2

ul=0 4
1 }
u2=0
Rys. Obcigzenie ciggte zamienione na sity Rys. Uwzglednienie warunkow brzegowych

weztowe

Macierz sprezystosci:

W przyktadzie zatozono staty materiat w catej konstrukcji dlatego:

1 v 0
E
Dzl—vzg (1) 191/
2

Po podstawieniu statych materiatowych otrzymamy:

2,31 0,69 0 5
D=|0,e5% 2,31 0 MP=a-10
] c o0,81
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Podstawy MES — element trojkgtny 2D

Obliczenia dla Elementu 1:

ué
t ud

(s, ya)

(xz, y2)

wezel | x ¥V

u3 1 0 0
2 250 | 250
3 0 500

(x1, y1)
u2

Pole elementu wyznaczy¢ mozna z zaleznosci:

X1 (2 —y3) +x- (3 —y1) + x5 (y1 — ¥2)

A=
2

A =62,50"10%3 mm?
Macierz pochodnych funkcji ksztattu oblicza sie z zaleznosci:

1 [Y2—Ys 0 Y3—n 0
:ﬁ X3 — Xy 0

Y2 —YV3 X1 —X3

B X1 — X3 0 Xy, — X1

Y1i— Y2 0 ]
V3 =1 Y1—Y2

X3 — Xy X2 — X1

Podstawienie danych liczbowych prowadzi do:

— 0,002 0 p,004 0O —0,002 0 .
Bl = 0 — 0,002 0 o o 0,002 —
ITIm
-0,002 —0,002 0O 0,004 0,002 -0,002
Macierz sztywnosci elementu wyznaczamy z zaleznosci:
k=AhB"DB
co prowadzi do:
3,9 1, -5,77 —2,02 1,BE 0,14
1,6 3,89 —-1,73 —2,02 —0,14 —1,88
i —|—5:77 =1,73 11,54 0 -5.77 L,73 [N .
“|-2,02-2,02 0O 4,04 2,02 —32,02|mm
1,86 -0,14 —5,77 2,02 3,B9 —1,8E
0,14 -1,88 1,73 —2,02 —1,8E 3,89
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Podstawy MES — element trojkgtny 2D

Macierz sztywnosci elementu 1 w ukfadzie konstrukcji otrzymamy jako:
K=a"ka

gdzie a jest macierza alokacji:

al =

=T =T = R = N~
[ T © B s N N e Y |
[ o e Y s Y s
o o o= O O
(= = =y =]
0 Q0o oo o
Lo T s TR s Y s N e Y |

(== = = =

Po przeprowadzeniu obliczen otrzymamy:

s,B9 1,8 1,88 0,14 -5,77 —2,02 00
1,86 3,89 -0,14 —1,88 —1,73 —2,02 00
1,86 -o0,14 3,8% —1,88 —5,77 2,02 0O
K1 = 0,14 -1,88 —1,88 3,89 1,73 —2,02 00 1-105
-5,77 —-1,73% —-5,77 1,73 11,54 0 00| mm
-2,02 —2,02 2,02 -—-2,02 0 4,04 00
0 0 0 0 0 0 oo
0 0 0 0 0 0 oo
Obliczenia dla Elementu 2:
ub
(X3, ya)
wezel | x ¥
1 0 0
2 750 0
3 250 | 250

u3
(X2, y2)

u1i 1

?(Xr, ¥1)
u2 u4

Pole elementu wyznaczy¢ mozna z zaleznosci:
A =93,75 - 103 mm?

Macierz pochodnych funkcji ksztattu:

-0,0013 0 0,0013 0 0 0
Bz = 0 —0,0027 0 -0,0013 0 0,004
-0,0027 —0,0013 —0,0013 0,0013 0,004 O

Al
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Podstawy MES — element trojkgtny 2D

Macierz sztywnosci elementu 2:

4,62 2,5 -—0,58 —0,77 —4,04 —1,73
2,5 B,37 -—0,48 3,17 -2,02 —11,54
wp—|—0r58 -0,48 2,6 -1,25-2,02 1,73 | N _ 5
-0,77 3,17 -1,25 2,6 2,02 —5,77 |mm
—4,04 —2,02 —2,02 2,02 &,06 0
-1,73 —11,54 1,73 -5,77 0O 17, 31

Macierz alokacji elementu 2:

fu

b

1l
=T = T = = I =
=T = T = = I =
[T = T = T =
[ e T s T N Y s |
(=T R = = I =
[l = T = T e e e

(==l = = =]
[== I B L= = Ry

Macierz sztywnosci elementu 2 w uktadzie konstrukcji:

4,62 2,5 00 -4,04 —1,73 —0,58 —0,77
2,5 §,37 00 —2,02 —11,54 —0,48 3,17
0 0 oo 0 0 0 0
0 0 oo 0 0 0 il H 5
K2 = —-10
—4,04 —2,02 00 &,06 o —2,02 2,02 |mm
—-1,73 —11,54 0 0 0 17mel WR T 5, 77
-0,58 —0,48 D0 —2,02 1,73 2,6 —1,25
-0,77 3,17 00 2,02 —-5,7F —1,25 2,6
Macierz sztywnosci uktadu:
K =K1+ K2
E,51 4,38 1,8 0,14 -98,81 —-3,75 —0,58 —0,77
4,38 12,26 —0,14 —1,88 —3,75 —13,56 —0,48 3,17
1,86 -0,14 3,89 —1,88 —5,77 2,02 o 0
K= 0,14 -1,88 —1,88 3,89 1,73 —2,02 0 0 1_1[]5
-g,81 —-3,75 -5,77 1,73 17,6 o] —2,02 2,02 |mm
—3,75 —13,56 2,02 —-2,02 O 21,35 1,73 —-5,77
—-0,58 —0,48 o o —2,02 1,73 z,68 —1,25
-0,77 3,17 0 0 z,02 -5,77 —-1,25 2,6

Wyznaczenie przemieszczen weztowych mozliwe jest poprzez rozwigzanie uktadu:

Ki=f = d=K"f
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Podstawy MES — element trojkgtny 2D

po uwzglednieniu warunkéw brzegowych, ktére polega na wykresleniu wierszy i kolumn
odpowiadajgcych odebranym stopniom swobody.

W rozwazanym przyktadzie procedura ta prowadzi do:

£
u = 1
1 P
u, =0 85096 47375 IETs O =9 8077 =375 —0.5765 =0.7692 %=a2
u =0 435 122556 G442 -8 35— 3-55FF— 6486831731 £
3 T875 =0 144 3§54 =18 =5_-769 —O1e i} i} 3
U4=0 0.1442 —1.875 _1lg875 3 gla4a 1.7308 -2 (0192 o Q N 5 f4
u, ' —-5.8077 -—3.75 -—5.76%2 1.7308 17.5862 0 —2.01%2 2.0182 E‘lo - f5
1 —3.75 —13.5577 2.01%2 —2.b192 0 21.3462 1.7308 —5.7682
g —0.576%9 —0.4808 1] —2.01%2 1.7308 2.5962 —1.25 4
s —-0.7692 3.1781 ] 2.0192 -5.7692 —1.25 2.5962 7
u, = j=3
8- 2
[ 5 5
u, 1.76-10 —2.02-10  2.02-10 0
1 0 [ 5 5
Kd 3 2.13-10 1.73-10° —=5.77-10 N _ ] .
=f u, 5 5 5 5 | mm 0
—2.02-10 1.73-10 2.6-10 —1.25-10
— 46875
U, 5 5 o 5
2.02-10° —5.77-10 —1.25-10 2.6-10
i -1
& 5 5
o 1.76-10 —2.02-10° 2.02-10 0
Ug 0 2.13-10° 1.73-10° —5.77-10° N 0
1 _ 13- .73 —-5.77-
— = — N
d K f u 5] 2 3 S | mm 0
7 —2.02-10° 1.73-10 2.6-10 —1.25-10
y — 46875
8 5 5 5 5
| 2.02-10° -5.77-10 -—1.25-10 2.6-10
Po odwrdceniu macierzy K otrzymamy:
U 7.39-10 —3.66-10 1.97-10 —1.29-10 0
u -7 -6 -7 -6
6| _| —3.66-10 1.44-10 5.6-10 3.75-10 mm 0 .
u -7 -7 -6 -6 | N 0
7 1.97-10 5.6-10 5.4-10 3.68-10
u — 46875
8 -6 -6 -6 -
—-1.25-10 3.75-10 3.68-10 1.49-10
Po rozwigzaniu réwnania otrzymamy:
0.061
—0.175
d=
—0.173
—0.701
Ostatecznie, wektor przemieszczen weztowych:
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Podstawy MES — element trojkgtny 2D

o o o

0.06e1
—-0.175
—-0.173
—0.701

Rysunek tarczy

N

3

/
1 4

Rys. Schematyczne przedstawienie deformacji tarczy (skala 20:1)

Deformacja UX [mm] Deformacja UY [mm]

0.05 0
0 0.2
0.05
0.4
-0.1
A 0.15 ‘ 93
Rys. Rozktad sktadowych przemieszczenia na powierzchni tarczy

Sity weztowe obliczamy jako:

co prowadzi do:
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Podstawy MES — element trojkgtny 2D

T0312.5
955.224
—70312.5
45875.776
0
0
0
— 46875

gdzie sity f1 do f4 sg wielkosciami sit reakcji w podporach uktadu.

Sktadowe stanu naprezenia w elemencie obliczy¢ mozna jako:

O-x
o= [Uy

Txy

= De = DBgq

gdzie:
qf =[w1 Uy Uz Uy Us Ug

Wartosci naprezen gtéwnych wyznaczyé mozna jako:

A

Dla Elementu 1:

qT =W Uy Us Ug Uz Uy

Oy 55,86
[Uy]=[16,76 MPa
Txyl  |=56,64
011 _ [ 96,23
[0'2] = [—23,62] MPa

Dla Elementu 2:

gt =[w1 Uy uU; Ug Us Ug

0e1  [=3724
[@]:[37,76 MPa
Tyl 1-3724
o1 [ 53,11
[Uz]_ —52,58]MP“
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Podstawy MES — element trojkgtny 2D

Deformacja pomiedzy weztami:

Wykorzystujgc funkcje ksztattu mozliwym jest obliczenie sktadowych przemieszczenia w dowolnym
punkcie ciata, jako:

3 3
u(x,y) = Z N;(x,y) u;; v(x,y) = z N;(x,y) v;
i=1 i=1

gdzie N; sg funkcjami ksztattu, a u;, v; obliczonymi przemieszczeniami weztowymi.
Przyktadowo dla punktu potozonego w potowie dolnej krawedzi elementu 2 o wspdtrzednych:
(x,y) = (375,0) mm
przemieszczenie ma sktadowe:
u=N; u +Ny u; + N3 us =—-0,0867 mm
v=N;-u; + N, -ug+ N3 -ug =-—0,3504
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