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Charakterystyki geometryczne figur ptaskich

1. Podstawy teoretyczne

Rozpatrzmy dowolnga figure ptaska o polu A lezgca w ptaszczyznie okreslonej w uktadzie
wspotrzednych YZ (rys. 1.1). Figure podzielono na nieskonczenie wiele pdl elementarnych dA
odlegtych odpowiednio o y i z od osi Z i Y. Figura taka cechuje sie wtasciwosciami,
nazywanymi charakterystykami geometrycznymi, z ktdérych podstawowe zdefiniowano

ponizej.
AZ
z
|

Rys.1.1
Pole figury
Pole figury A definiujemy, jako sume pdl elementarnych dA.

A= J dA

p (1)

Momenty statyczne pola figury wzgledem osi

Momentem statycznym pola figury wzgledem osi nazywamy sume iloczynéw pdl
elementarnych dA przez ich odlegtosci od tej osi.

Sy=j zdA, Sz=j y dA )
A A

UWAGA

Moment statyczny pola figury ptaskiej wzgledem osi przechodzacej przez srodek
ciezkosci figury jest rowny zero, o$ takg nazywamy osig centralna.
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Charakterystyki geometryczne figur ptaskich

Srodek ciezkosci figury

€A A €A A
W przypadku figur ztozonych z wielu figur podstawowych (np. prostokatow, tréjkatow)
sumy ciggte we wzorach (3) zastgpi¢ mozna sumowaniem iloczynéw wspétrzednej Srodka

ciezkosci i pola poszczegdlnych figur. Przyktadowo dla figury z rysunku 1.2 potozenie osi
centralnych wyznacza sie, jako:

_ y1A1 + yzAz + y2A3 _ z1A1 + 2,4, + 2,45

) Z
Ysc A+ A, + A, s¢ A+ A, + Ay

Ogdlnie, kiedy figura sktada sie n sktadowych, zaleznosci powyzsze przyjma postac:

2 ViA; 2 Zi4;
=2 0] Zooe =——. i=12,..,n (4)
e YA, XA

A1 /_

\ SN A3
4] >/ -

CLIN_/

A4 21
‘ : A F

yi| |, 23

L

L
Rys.1.2.

UWAGA

W figurach symetrycznych srodek ciezkosci lezy na osi symetrii figury.
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Charakterystyki geometryczne figur ptaskich

Moment bezwtadnosci figury wzgledem osi (osiowy moment bezwtadnosci)

Osiowym momentem bezwtadnosci figury nazywamy sume iloczynow pdl elementarnych dA
przez kwadraty ich odlegtosci od tej osi.

1y=f z2dA, Izzj y2 dA (5)
A A

Biegunowy moment bezwtadnosci

Biegunowym momentem bezwtadnosci figury nazywamy sume iloczynéw pol elementarnych
dA przez kwadraty ich odlegtosci od bieguna.

Io = f r2 dA (6)
A

UWAGA
Na podstawie rysunku 1.1 fatwo zauwazyé, ze: 12 = y? + z2
Po podstawieniu tej réwnosci do zaleznosci (6) otrzymamy:

Ioz.f rszzf (y2+zz)dA=f yZdA+f z2dA=1,+1,
A A A A

Biegunowy moment bezwtadnosci jest sumg momentéw osiowych wzgledem
prostopadtych osi przechodzacych przez ten biegun.

Moment dewiacji wzgledem ukfadu osi (moment odsrodkowy)

Momentem dewiacji figury wzgledem uktadu osi nazywamy sume iloczynéw pdl
elementarnych dA przez ich odlegtosci od kazdej z dwdch osi.

Iy, =J yz dA (7)
A

UWAGA

Moment dewiacji wzgledem osi, z ktérych minimum jedna pokrywa sie z osig
symetrii (osig centralng) figury wynosi zero.

Osie wzgledem, ktérych moment odsrodkowy jest réwny zeru nazywa sie
centralnymi osiami gtownymi.
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Charakterystyki geometryczne figur ptaskich

TWIERDZENIE STEINERA

Twierdzenie to umozliwia wyznaczenie wartosci momentéw bezwtadnosci wzgledem uktadu
osi YZ przesunietych wzgledem ukfadu centralnego YZ . o wartosci a i b.

y=y:+b
z=2z;+a
b=y-y
a=Z—21

Rys. 1.3.

Podstawiajgc do wzoru (5) definiujgcego moment bezwtadnosci wzgledem osi Y wyrazenie
na odlegto$¢ z bedaca miarg oddalenia elementarnego pola dA od tej osi otrzymamy:

L= z*dA= f (z; +a)?dA = f (2,2 + 2z,a + a?) dA =

= + 2a —ch+a

yc

W wyrazeniu powyzszym pierwszy czton (I,,) rozumiec¢ nalezy, jako moment bezwtadnosci
figury o polu A wzgledem jej osi centralnej Y .. Czton drugi reprezentuje moment statyczny
pola tej figury wzgledem tej samej osi, totez wartos¢ ta musi wynosi¢ zero. Czton ostatni

natomiast jest iloczynem odlegtosci pomiedzy dowolng osig Y, a osig centralng Y. przez pole
tej figury.

Analogiczny tok rozumowania zastosowa¢ mozna dla drugiego z momentdw osiowych oraz
dla momentu odsrodkowego. W efekcie otrzymuje sie zaleznosci umozliwiajgce wyznaczanie
momentow bezwtadnosci wzgledem uktadu osi przesunietych:

I, =1, +a’A
I, = IZC + b2%A (8)
Iyz = chzc +ab-A
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Charakterystyki geometryczne figur ptaskich

Momenty bezwtadnosci wzgledem uktadu osi obréconych

W celu okreslenia wartosci momentéw bezwtadnosci
wzgledem ukfadu osi UV obréconego wzgledem
uktadu YZ o kat a nalezy skorzystac z nastepujgcych
wzoréw transformacyjnych:

I, = Iycos?a + I,sin*a + 1, sin 2a
I, = I,sin*a + I,cos*a — I, sin2a  (9)

_IZ

sin2a

L
Ly = I, cos 2a —

Rys. 1.4.

W?zory (9) sg stuszne pod warunkiem przyjecia za obrét dodatni, kierunku trygonometrycznego
(patrz rys.1.4).

Gtédwne momenty i kierunki bezwtadnosci

Ze zbioru nieskonczenie wielu mozliwych potozen osi UV znalezé mozna szczegdlny uktad
wzgledem, ktdrego osiowe momenty bezwtadnosci przyjmg wartosci maksymalng i
minimalna. Uktad taki nazywa sie ukfadem gtownym, a jezeli przechodzi réwniez przez srodek
ciezkosci figury nosi nazwe gféwnego centralnego uktadu osi.

Wartosci gtdownych momentéw bezwtadnosci wyznacza sie, jako:

I, +1 I, — I\?

I, +1 I, — I\?
Imin:IZZ y2 Z_\/<—y2 Z) +Iy22

Kat, o jaki nalezy obrdci¢ dowolny uktad osi YZ, aby stat sie uktadem gtéwnym danej figury

(10)

oblicza sie z zaleznosci:

21,

I —

tg2a =
y Lz

(11)
Informacje, o jaki kat nalezy obréci¢ o$ poziomg uktadu wspodtrzedny, aby pokryta sie z osig
wzgledem, ktérej moment bezwtadnosci jest maksymalny (@,q,) Oraz minimalny (@p,in),
dostarczajg wyrazenia:

Iy Iy (12)

12_11

t9max = tga, =
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Charakterystyki geometryczne figur ptaskich

Koto Mohra dla momentow bezwtadnosci

Graficzng reprezentacjg zbioru wszystkich wartosci momentéw bezwtadnosci cechujacych
dang figure stanowi tzw. kofo Mohra.

Koto Mohra wykresla sie w uktadzie wspotrzednych, w ktérym na osi poziomej odmierzamy
wartosci osiowych momentéw bezwtadnosci (I, I,), na osi pionowej natomiast wartosci
odsrodkowego momentu bezwtadnosci (1,,).

Potozenie $rodka kota Mohra wyznacza dtugo$é odcinka OC. Punkty przeciecia obwodu kota
z osig pozioma (1, 2) wskazujg wartosci gtdwnych momentéw bezwtadnosci (14, I). Punkty K
i L reprezentujg wartosci momentéw bezwtadnosci wzgledem uktadu osi obrdconych, o kat a
w stosunku do uktadu gtéwnego.

[ A

Yz

Srodek kota:

__ L+,
Cc =2
2

Promien kota:

I, — I\?
T':\/(yz Z) +1y22

Y
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Charakterystyki geometryczne figur ptaskich

Tablica 1. Momenty bezwtadnosci figur podstawowych

Momenty Odsrodkowy moment
. bezwtadnosci bezwtadnosci
Figura . .
wzgledem osi wzgledem uktadu osi
centralnych centralnych
ZC
Ve A = b - h bh3
L, =—
y
yse =/ T2 Lyye =0
I= SC Ve b3h yze
_h I =
z5c ="/ =Tz
b
z
: A=-b-h s b%h?
Ysc bh Iyzc =%
IJ'C =5 72
) 36
- Vsc = /3 (_,_M N-)
sc Ve . ﬂ
Zoc Zsc = h/3 36 w |7
- NV #)
A==b-h
Lo_be
b yc 36
Vsc = /2 , Ly =0
b>h
I, =—
ZSC = h/3 zc 48
A=mr? mrt
Ly, =1, = lyczc =0
4
ZC A= T[TZ . T 8
T -2
Vs 8 O9m
~ 4 -
Zse y Ysc =T ~011r Lygze =0
C 4
4r L Tr
Zge = 3— zZc 8
) rt  4rt
Tr _ _ I zn = +|——— | =
Zc A= 4 Lye =1 veze 8 O9m
Yse 4(,, 4) ~ 40,0165 - r*
41 =rfl——-=) =~
_ar 16 91 (+) (-
Vsc
S Ye 3m ~ 0,055 - r* ﬂ D‘_
Zsc 4 r G D
ZSC = 3_ (_) (+)
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Charakterystyki geometryczne figur ptaskich

2. PRZYKLADY - zastosowanie teorii

2.1. Znalez¢ wspétrzedng z,. Srodka ciezkosci trojkata

Pole tréjkata oraz pole elementarnego wycinka Z4 ¥
pola: s
1
A==bh, dA=sdz oz
2 NN
I h
Z podobienstwa tréjkatéw wyznaczyé mozna
dtugosc s: z
s h-—z b
—— = —_ = h —
b~ h s=ph-2) DL
Wspotrzedna z,,. wyznacza sie, zatem jako: . b , y
Sy
Zse =1 Rys. 2.1
h b h—2)d h 2|k 3|k 3 3
Jo zg(h—2)dz 2 2 z z 2 (R® h
Ze =7 =z - a=ping -5 i=pz 3
7bh 0 0 0
h
Zge = §

2.2. Znalez¢ wspotrzedna z,,. Srodka ciezkosci ¢wiartki kota

Zadanie rozwigzane zostanie w biegunowym uktadzie wspétrzednych, dla ktérego zachodzi

zaleznosé:

Z = psing, Yy =pcose

dA=pdpde
Moment statyczny pola figury wzgledem osi dp
Yy Wynosi:
"fr p
Sy=J ZdA=J JpSLngopdpdqo:
A o Jo
a\|" "/ 73 - r3
= <%> .Jo sing dg = — (—cosgo)o/2 =3
0 j ; _
Wspétrzedna $rodka ciezkoéci przyjmuje zatem Rys. 2.2
wartos¢:
4r
Zge = ﬁ
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Charakterystyki geometryczne figur ptaskich

2.3. Znalez¢ wspotrzedna z,,. srodka ciezkosci éwiartki kota (drugi sposéb)

Pole figury oraz pole elementarnego wycinka pola:

nr?
dA:SdZ, A:T

gdzie:

s =12 —2z2

Moment statyczny pola figury wzgledem osi y wynosi:

s
Sy=f ZdA=f Z\Jr2—22%2 dz
A 0

t=1r2—22 .
_ 1
s, = dt = Zidz =f _Eﬁdt
zdz = —=dt r?
2
0
S (\/E)3 ~ 3 _r3
y“\ 3 )| —7 \"3)" 3
TZ
Sy 4ar
Zsc:X = Zsc:g

adz

VAL

2.4. Wyznaczy¢ moment bezwtadonosci prostokata wzgledem osi rownolegtej do podstawy
i przechodzacej przez jego srodek ciezkosci (rys.2.4a) oraz osi przechodzacej przez krawedz

podstawy (rys.2.4b)

,dA dz
1] ANNARRRRRNN
zZ
y
h
2
b
Rys. 2.4a
h
2 3 ﬂ 3
I, = jzz baz=b |~| =2
vy U3 12
_h 32
2

0
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dA dz

NNNNNNNNNNN

V4
y1

- >
Rys. 2.4b
h

— 2 — 23 " —
, = Z b dZ = b ? =

0

bh

3

3
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Charakterystyki geometryczne figur ptaskich

2.5. Wyznaczy¢ moment bezwtadnosci ¢wiartki kota wzgledem osi y przechodzacej przez
krawedz figury

Zadanie rozwigzane zostanie w biegunowym uktadzie wspétrzednych, dla ktérego zachodzi
zaleznos¢:

Z=psing, Yy =pcose

dA=pdpdp
dp
Moment bezwtadnosci wyrazi sie jako:
) "m0 , p
Iyzf z dA=f f(psmq))pdpd(p z
A 0 0
r /s
L, =.f p3dp f sinfopde y
0 0 . r ,
4 T 77,'/
p 2 Rys. 2.5
I, = =l f sin@ do
0 0

Catke sin?¢ obliczyé mozna stosujac zasade catkowania przez czesci:
fsinz(p do = fsingo sinp do = fsingo (—cosp) do
jsin2¢ dep = —sing cosp — f cosp (—cosp) dp = —sing cosp + f cos?p dg
jsinztp de = —sing cosp + f(l —sin?@ ) dg = —sing cosp + f do — f sin®@ do

2 f sin?@ dg = —sing cosp + ¢

@
2

N| =

jsinztp do = sing cose

Wykorzystujgc powyzsze:

I:p_4r-<£—lsin cos )”/z

y =g g e eose)|

0

I_r4 (n 1« n) r# (0 1_0 0>_r4n
y = 4 4 25m2 COS2 4 2Sln coSs = )

Ostatecznie:
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Charakterystyki geometryczne figur ptaskich

2.6. Wyznaczy¢ moment bezwtadnosci tréjkata wzgledem osi y przechodzacej przez jego
podstawe. Nastepnie korzystajac z twierdzenia Steinera znalezé moment bezwiladnosci
wzgledem centralnej osi y.

Elementarne pole figury wyznacza sie jako: Za
dA =sdz ‘
gdzie:
s h-—z b dz
-_—= = — —_— h
A - > s A (h—2) |
Moment bezwtadnosci wzgledem osi Y: z
h |-
I =.f szAzf zzé(h—z)d2= /
7 A 0 h * 2 > y
4 oo z® I 2 z4\|" Rys. 2.6a
P \" TR)Y TG T m
0
[ = bh?
R

pole tréjkata:

A=— sc. -
2 1
/ | \ Zgc
Moment bezwtadnosci wzgledem osi y. wyrazié ;

mozna, jako:

Rys. 2.
I, = I, — z,.2A ys- 2.6b
_bR? <h)2 bh _bh® bh® bh?
Ye© 12 \3) 2 12 18 36
bh?
e =36
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Charakterystyki geometryczne figur ptaskich

2.7. Wyznaczy¢ moment bezwtadnosci tréjkata rownoramiennego wzgledem osi pionowej

pokrywajacej sie z osig symetrii figury

Elementarne pole figury wyznacza sie jako:

Joay
dA = s dy B
gdzie:
b
s 727 _2h (b ) g dA é
h b ST 27 \2 s
2 :
Moment bezwtadnosci wzgledem osi Z, ze wzgledu na symetrie, =
. . . . e g b | Vb
rowny bedzie podwojonemu momentowi potéwki tréjkata: * e >
b b
2 2 Rys. 2.7
=2 van=2 [y 202 [ Gy
z= 4] y = y b \2 yl|ay = b 23’ yojay
b n? b*
LM (by® yh\|Z_4h b(z) (2)
““b\23 4)| b 6 4
[ = hb3
Z 48
2.8. Wyznaczy¢ moment odsrodkowy prostokata wzgledem 5
A
uktadu osi przecinajgcego sie w narozu figury y dy
Metoda obliczen przy wyborze pola elementarnego dz
w postaci dA = dy - dz (rys. 2.8a): dA i
h
h /b hooob
Iyzzfyszzf fydy ZdZ=f<y7> zdz = z y
A 0 \0 0 0 ',
2 2\ | 2p2 . b
=b_. Z_ = =b h Rys. 2.8a
zZ
2 2 o 4 4
Z,
Metoda  obliczed przy wyborze pola elementarnego
w postacidA = b -dz (rys. 2.8b): dz
h h SIENS
b b2 [z h h s b dA
Iyzzjysz=jzyscbdzjz—bdz=—- —
2 2 2 7
A 0 0 0
Y
b%h? "
I = b »
Yz 4 Rys. 2.8b
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Charakterystyki geometryczne figur ptaskich

2.9. Wyznaczy¢é moment odsrodkowy ¢wiartki kota wzgledem uktadu osi przecinajgcego sie
w narozu figury. Nastepnie korzystajac z twierdzenia Steinera znalez¢ odsrodkowy
moment bezwtadnosci wzgledem osi centralnych figury

Elementarne pole figury wyznacza sie jako:

dA =sdz s

gdzie: -\ dz

s =412 —2z2 NS TR

Srodek ciezko$ci pola elementarnego: Yo(Z) | P

1 3
ye(z) = 52 =22 ,

Moment odsrodkowy:

Rys. 2.9a

r

IyZ=Jysz= fyc(z)sz=jyc(z)zsdz

A A 0

T
1
L, = JE\/rz —zzz\/r2 —z%dz
0

1
I —f z(r*—2z%dz

Y22
Tz 1 (rt rt
4 >:§<7_Z>
0 0 Rys. 2.9b

Zgodnie z rysunkiem 2.9b odlegtosci pomiedzy osiami yz, a osiami centralnymi wynosza:

Voo = Zge = gz ( patrz zadanie 2.3 lub tablica 1)
T

Odsrodkowy moment bezwtadnosci wyrazi¢ mozna jako:

r# 4r\’mr?
IYCZC = Iyz = VscZscA > ch e = E — (§E> Z

Ostatecznie:

I ~ —0,0165r*

Yczc
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Charakterystyki geometryczne figur ptaskich

2.10. Wyznaczyé moment bezwitadnosci kota wzgledem bieguna pokrywajacego sie z jego
srodkiem

Biegunowy moment bezwtadnosci okreslany jest,

jako:
IO = f T‘Z dA
A

Jako pole elementarne dA przyja¢ mozina pole
pierscienia o szerokosci dp i obwodzie 27mp:

dA =2np dp

Moment bezwtadnosci obliczamy wtedy, jako:

r T ,04r
Io=jp227rpdp=27tjp3dp=27t <—>
0 0 4 0

rt tD*
10:_ lub 10:3_2

Pomiedzy momentami osiowymi, a momentem biegunowym zachodzi zalezno$é:
Iy=1,+1,

Wartosci osiowych momentow bezwtadnosci I, i I, okresli¢ mozna wykorzystujac wynik
zadania 2.5 lub korzystajgc z informacji zawartych w tablicy 1:

Biegunowy moment bezwtfadnosci przyjmie, zatem wartosé:

s
Ip=1Ly, +1,, =2 —

Zc

rt
="
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Charakterystyki geometryczne figur ptaskich

3. Przyktady wyznaczania charakterystyk geometrycznych figur ztozonych

3.1. Wyznaczyé centralne momenty bezwtadnosci przekroju podanego na rys.3.1

\ . ZCA
2 §f
[em] ” ﬁ\ & z1 \\:\ - ):C
~ m \\\\\\\\T_, Zge

10 z2

Rys. 3.1

Rozpatrywana figura posiada o$ symetrii z. pokrywajaca sie z osig z. Do wyznaczenia
pozostaje potozenie osi y.. W celu tym podzieli¢ mozna jej pole na dwie czesci (rys. 3.1)
w postaci prostokatéw o polach przekroju odpowiednio A7 i 4,.

Wspdtrzedna z,,. okreslajacy potozenie osi y. wyznacza sie, wedtug wzoru 4, jako:

_Z1A1+Z2A2_5'12+1'20
Zse =T A, +4, | 12+20

=2,5[cm]

Moment bezwtadnosci wzgledem osi z =z, wyznacza sie jako sume momentow
bezwtadnosci podl figur sktadowych wzgledem tej osi. Korzystajac z rozwigzania zadania 2.4a
lub z tablicy 1:

623\ (2-10° .
IZC = T + T = IZC =170,67[cm]

Okreslenie wartosci momentu bezwtadnosci pola figury wzgledem osi centralnej y,. wymaga
wykorzystania twierdzenia Steinera. Moment ten wynosi:

L, =L, + (z1 — zs)* - Ay] + [I, + (22 — 250)? - A,

2-6° 3

10-2
I, = +(5—2,5)2-1zl+[

— 2, =
ve = |13 v +(1-2,5)“-20 111,00 + 51,67

I, =162,67 [cm?]
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Charakterystyki geometryczne figur ptaskich

3.2. Wyznaczy¢ odsrodkowy moment bezwtadnosci drgzonego przekroju kotowego (rys.3.2)

Pole przekroju rozpatrywanej figury wyznaczy¢ mozna jako rdznice pola kota o srednicy d,

kotfa o srednicy d,,.

Moment bezwtadnosci wyznacza sie dla pola figury,
zatem poszukiwana wielko$¢ bedzie réznica momentéw
bezwtadnosci két o srednicy d, i d,,.

Wykorzystujgc wynik zadania 2.10 otrzymamy:

4 4
nd,” mnd,

I
07 32 32

_ n(d,* —d,*)

i
0 32

3.3. Wyznaczy¢ odsrodkowy moment bezwtadnosci dragzonego przekroju kotowego (rys.3.3)

Moment odsrodkowy pola rozpatrywnaej rozpatrywanej

wykorzystujgc twierdzenie Steinera w postaci:

IO = IOC + pCZA

gdzie przez Iy, rozumiec nalezy odsrodkowy moment
beztawdnosci figury wzgledem jej srodka ciezkosci C,
a przez p. odlegto$¢ miedzy poczatkiem uktadu 0,
a tymze punktem C.

W rozwazanym przypadku odsrodkowy moment
bezwtadnosci figury ztozonej wynosi:

4 4
nr mry
10=__3< +T22'T[T12>

2 2

figury obliczy¢
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Charakterystyki geometryczne figur ptaskich

3.4. Wyznaczy¢ gtéwne momenty bezwitadnosci katownika przedstawionego

rysunku 3.4.1a.

b c
a) ‘L ) ) JLZC
/A1 b1
z
- YN Ver A2 b R
- ‘ a1 ‘SC Ye
i dfem THRDE
/;' c{\ e i |
r NI YC24 4 /7_' I
8 1 z2 b2
y2 |
Rys. 3.4.1

Procedura rozwigzania:

1. Podziat na figury proste

na

Katownik dzielimy na dwa prostokaty pokazane na rysunku 3.4.1b Dla kazdej z tych figur
nalezy okresli¢ potozenie srodka ciezkosci wzgledem uktadu osi YZ oraz ich pole przekroju

poprzecznego.
=1 6

z, = 5[mm]
z, =1 [mm]
Ay =10 -2 = 20 [mm?] 2
A, =26 =12 [mm?]

2. Wyznaczenie wspoétrzednych srodka ciezkosci figury ztozonej

_Z1A1+Z2A2_5'20+1'12

= - =35
Zse = T A ¥ Ay 20 + 12 [mm]
_yiltyedy 10204512
Yse = T A ¥ A, | 20412 _ oomm
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Charakterystyki geometryczne figur ptaskich

3. Okreslenie wartosci momentow bezwtadnosci wzgledem osi centralnych

Rozpatrywany katownik sktada sie zdwdch figur prostych. W celu wyznaczenia momentéw
bezwtadnosci wzgledem osi centralnych katownika nalezy postuzyc sie twierdzeniem Steinera.

IYC = (IJ’cl + a12 ’ Al) + (IYCZ + a22 ’ AZ)

I, = (L, +b,% - Ay) + (I, + b2* - A4;)

I

Veze — (I

Yc1Zc1 + a - b1 ) Al) + (Iy + az - b2 ' AZ)

c2Zc2

Wartosci Iy, s¢1, I, sc1, itd. wyznaczamy z pomocg informacji zawartych w tablicy 1. Odlegtosci
pomiedzy osiami, w rozwazanym przypadku, wynosza:

a, =z1—2,=5-3,5=1,5[mm]

by =yl -y, =1-25=-15[mm]

a, =z2— 2z, =1—3,5=—-2,5[mm]|

b, =y2—vy,.=5-25=25[mm]

Momenty bezwtadnosci wzgledem osi centralnych przyjmujg wartosci:

I, = 2'103+152 20 ) + 6'23+( 2,5)2-12 | = 211,67 + 79,00
yC_ 12 ) 12 ) - ) ]

I,. = 290,67 [mm?*]

Y

10-23 2.63
I, = +(=1,5)%-20 | + +252-12 | =51,67 + 111,00
c 12 12

I, =162,67 [mm*]

L,z = [04+15-(=15)-20] + [0+ (=2,5) - 2,5 12] = —45,00 — 75,00

I, =—120,00 [mm*]

4. Okreslenie gtdwnych momentéw bezwtadnosci

2
Imax} _ 11} et (ch - Izc) v,
Imin 12 2 2 cee
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Charakterystyki geometryczne figur ptaskich

290,67 + 162,67 4 | /290,67 — 162,67\2
’maX}—’l}z +\/( ) + (~120,00)?

L 2 - 2

Imin

Imax} — 11

I } = 226,67 + 136,00
2

Inax =11 = 362,67 [mm*] Iyin = I, = 90,67 [mm?*]

5. Okreslenie kierunkow gtéwnych momentow bezwtadnosci

21 1 21
tg2a = —2% = a=—arct <i>
g IYC - IZC 2 g IYC - IZC
1 (_2(=12000) 1 1875 2
= — —_— — = ~ — o
*=23MI\ 29067 —16267) 29IV «

Kat, o jaki nalezatoby obréci¢ o$ Y., aby pokryta sie z osig 1 wzgledem, ktérej moment
bezwtadnosci figury ma najwiekszg wartos¢ wynosi:

IYch

IZL‘ - 11

tgUmax = = Qpax = 01 = 31°

Kat o jaki nalezatoby obrdci¢ 0$ Y., aby pokryta sie z osig 2 wzgledem, ktérej moment
bezwtadnosci figury ma najmniejszg wartos¢ wynosi:

IyCZC °
tgmin = I —1] = Qpin =z ® —59
Zc 2
6. Wykreslenie kota Mohra
vz 4 a) b)
y & Zi','
. lz_= 1627 . 2

\ a=31° y.:j

SC

Rys. 3.4.2
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3.5. Alternatywny sposéb rozwigzania zadania 3.4

Poniewaz wynik obliczen nie zalezy od sposobu podziatu figury ztozonej na prostsze elementy,
identyczny wynik zadania 3.4. uzyskamy stosujgc podziat z rysunku 3.5b.

Roéznice w rachunkach ograniczg sie jedynie do sposobu wyznaczenia wspétrzednych srodka
ciezkosci figury oraz momentow bezwtadnosci wzgledem osi centralnych. Dalsze obliczenia
pozostajg identyczne w stosunku do przyktadu 3.4.

a) 15 b) A1 A2

] a e L

—
—

[mmj 801\
8 , i 8 6 |

Rys.3.5

10
8

10

SC2

Wspotrzednych srodka ciezkosci figury ztozonej:

ylAl_y2A2_480_54'8

= = 2,5
Yse =T 4, 80 — 48 [mm]
Z1A1_Z2A2 5'80_6'4‘8
= = = 3,5
A — 80 — 48 [mm]

Momenty bezwtadnosci wzgledem osi centralnych:

3

12

I —8'103+(5 3,5)2-80| - |°
Ye — 12 ’

+(6—3,5)2- 48] = 846,67 — 556,00

I,, = 290,67 [mm*]

3

12

10- 83 8
IZC=[ +(4—2,5)2-8ol—l

1 +(5-25)2- 48] = 606,67 — 444,0

I,,=162,67 [mm*]

L. =[0+(5-35) (4—25)-80] — [0+ (6 —3,5) - (5 — 2,5) - 48]
I, , =—120,00 [mm?]
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3.6. Wyznaczy¢ gtowne momenty bezwtadnosci figury przedstawionej na rysunku 3.6.1a.

a) AZ b) AZ C) TZ
& =3
””” —
<
10
o~
z1
[mm] Y y
3 ¥ -
1. Podziat na figury proste
=-—=0424
y; = 1 [mm] Y2 =37 [mm]
z; = 2 [mm] z; = 2,5 [mm]
1 w12 5
A1=§-4-3=6[mm2] A, = 5 = 1,571 [mm?]
2. Wyznaczenie wspoétrzednych srodka ciezkosci figury ztozonej
V14, —y,A, 1-6-0,424-1,571
= = = 1,204
Yse = T4 4, 6— 1,571 [mm]
Z1A1—Z2A2 26—2,51,571
= = =1,823
Ze =74, — a4, 6-1,571 [mm]
3. Momenty bezwtadnos$ci wzgledem osi centralnych
a,=2,—2,=2-1,82=0,177 [mm]
b=y, —yY,=1-1,20 =-0,204 [mm]
a, =z, —Z;,. = 2,5—1,82 = 0,677 [mm]
b, =y, — ¥sc = 0,424 — 1,20 = —0,780 [mm]
3 14
I, = 48 +0,177%- 6] - l 3 +0,677%-1,571| = 4,189 — 1,113
I,  =3,075[mm*]
str. 22
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3

~ |36

I, + (—0,204)% - 6| — [0,11 - 1* + (—0,780)? - 1,571] = 3,250 — 1,065

I,, = 2,185 [mm?*]

Iyz, = [0+ 0,177 - (=0,204) - 6] — [0 + 0,677 - (—0,780) - 1,571] =
= —0,217 — (—0,830)

I,, =0,612 [mm*]

YcZc

4. Okreslenie gtéwnych momentéw bezwtadnosci:

I I 3,075 + 2,185 3,075 — 2,185\2
max} _ 1} _ +j( ) +(0,612)% = 2,630 + 0,757

Imin 12 2 - 2
Iax =11 = 3,387 [mm*], Iy =1, = 1,873 [mm?*]
1 . ( 2:0,612 ) 1 t9(1375) -
=5 == = ~ —27°
*=239\3075 —2185) ~ 2 Y I a
IyCZC °
t9tmax = 77— 2 Omax =01~ -27
Zc 1
IJ/ch o
L9tmn =1"— = Omin =02 % 63
Zc 2
5. Koto Mohra
lyz & a) b)
F'y ?_" z
=y
2
- \
[mm’] \
ly, Iz N Ye
SC =27
l.= 1873 NS o a=-27
l - \\E\\ 1
‘i_zf:= 2,185 .ry
[ =32387
Rys. 3.6.2
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